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Vinjetter

1. Ett rationellt tal definieras som ett tal som kan skrivas som ett brak mellan heltal. Men
hur ser decimalutvecklingen av ett rationellt tal ut? Kan man ta reda pa direkt fran ett
tals decimalutveckling om det &r rationellt eller inte? Jobba tillsammans for att fa reda
pa hur en decimalutveckling av ett rationellt tal méste ser ut.

2. I kursen har vi traffat nagra summor av potenser: Till exempel,
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Man skulle kunna gissa att det ocksa finns formler for summor av hogre potenser, k3, k?,
k5, och sd vidare. Det faktiskt stimmer och man kan sld upp de i boker eller pa nitet.
Men hur upptécker man formlerna fran bérjan?

I den hér uppgiften utreda vi ett sitt att hitta ett monster for formler fér summor av
hoégre potenser.

Foérst borjar vi med ett par observationer for att komma iging. Om vi summera k% = 1,
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for varje postivt heltal n. Om vi summera n sa far vi
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eftersom det dr bara en omskrivning av (m)

Vad hiénder om vi summera svaret m(m + 1)/2 istillet for m?? Anviind (m) och (E) for
att rdckna ut svaret. Kan ni gissa nagot moénster héarifran? Kan ni bevisa att monstret
stammer?

3. En bonde har ett stédngsel av en given langd och vill avgrédnsa en rektanguldr hage sa att
det blir sa stor plats som mojligt for hans kor. Du rakar passera forbi nar bonden star
och kliar sig i huvudet och bestdmmer dig for att hjilpa till. Hur ska hagen se ut for att
ha sa stor area som mojligt? Bonden, vars matematikstudier ligger langt tillbaka i tiden,
maste Overtygas med ett vattentdtt resonemang.

Nar ni star och beundrar den fardigstdllda hagen vénder sig plotsligt bonden om och
fragar om han inte kan fa en dnnu stérre hage med det stdngsel han har?



4. T grundldggande navigationsstudier far man ofta lara sig att uppskatta avstandet till
horisonten, sa att man till exempel kan avgora vilka sjoméarken man borde kunna se. En
regel som ar latt att komma ihag ar foljande: Antag att 6gonen befinner sig h meter ovanfor
vatten ytan. D4 dr avstandet till horisonten ungefir 2v/h distansminuter. (En distansminut
ar 1852 m). Harled en exakt formel for avstandet till horisonten pé en sfar med radien R
och forsok sedan bekrifta ovan ndmnda tumregel for jordklotet (vars medelradie dr 6371
km). T sjdlva verket ar 2v/h en béttre approximation (vid normala viderforhallanden) dn
vad ni tycks finna, pa grund av att jordens atmosfir bryter ljuset.

5. Hitta en formel for hur tjockt ett papper blir som har vikts n ganger, givet att papprets
ursprungliga tjocklek dr d. Om du hade ett tillrdckligt stort papper, hur manga ganger
skulle du behéva vika ett papper med tjocklek 0.1 mm for att fa en pappershog som nar
till Mount Everests topp? Till manen? Till randen av vart synliga universum? Det finns
en formel som ger en teoretisk grins for sidlangden W ett kvadratiskt papper behéver ha
for att man ska kunna vika det n ganger (ddr man viker at olika hall varannan gang);
namligen
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dér d aterigen betecknar tjockleken pa pappret. Hur stort papper behdvs for de exempel
som ndmns ovan? Hur manga ganger borde man kunna vika ett vanligt A4-papper enligt
denna formel? (Formeln ovan hérleddes for 6vrigt av gymnasieeleven Britney Gallivan.)

6. Formeln for att berdkna en geometrisk summa
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galler aven for komplexa tal z; man kan ocksé visa att om |z| < 1 sa géller det att
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Hur kan man resonera sig fram till att detta &r troligt? Anvind ovan forviarvade kunskaper
pa foljande problem: En opraktisk orienterare tar sig till en viss kontroll fran dir han star
genom att springa 1 km rakt osterut, vinda 90 grader moturs, springa 500 m (nu norrut),
vianda 90 grader moturs, springa 250 m (nu vésterut), vinda 90 grader moturs, springa 125
m (nu soderut) och sa vidare, genom att fortsatt vrida sig 90 grader moturs och halvera
strackan. Var ligger kontrollen i forhallande till ddr han startade? Rita dven orienterarens
vag pa tavlan for att kontrollera att ert svar verkar stimma.



