TATA79/TEN1 Dugga 1, 2016-11-16

(a)

(b)
()

Inledande matematisk analys

Ge negationen av pastaendet:
"For alla heltal n dr n2 — 7n + 12 > 0.7 (M)
Bevisa att pastaendet (#) dr sant.
Bevisa att pastaendet
"For alla reella tal ¢ &r 22 — 7Tx + 12 > 07

ar falskt.

Solution:

(a)

(b)

Negationen av (#) &r
”Det finns ett heltal n sa att n2 — Tn 4+ 12 < 0”

Vi kan skriva om n?2 —n + 12 = (n — 3)(n — 4) sa n? — Tn + 12 > 0 &r
ekvivalent med (n —3)(n —4) > 0.

Omn>4saarn—4>0ochn—3>1. Darfor ar

n=3)n—4)>1-(n—4)=n—-4>0.

T
n — 3 > 1 och (n — 4) positivt
Omn<3sadrn—4<-1och3—n>0.Darfor ar
(n=3)(n—4)>(n-3)(-1)=3-n>0.

n —4< —1och (n — 3) negativt

Alla heltal n &dr antingen mindre &n eller lika med 3 eller storre &n eller
lika med 4, sa vi har bevisat (n — 3)(n —4) > 0 {or alla heltal n.

Ta x = 7/2 (men vilket x € (3,4) som helst skulle funka lika bra). Da &r
2?2 —Trx+12 = (7/2)2—7(7/2)+12 = 49/4—49/2+12 = (49—98+48) /4 =
—1/4 # 0. Sa olikheten géller inte for alle « € R.

Bevisa att

for a,r € R och r # 1.



(b) Férenkla summan
46
> 43 (-
k=1

sa att den bestar av hogst tva termer. Du maste inte rikna ut eventuella
potenser i de tva termerna.

Solution:

(a) Det finns flera metoder. Till exempel sétt
n
Sy = Z art1
k=1
Da ar Sp41 = Sp + ar™ och
n—1
Spy1=a-+r Z ar* 1 =a+ rSy,.
k=1
Darfor

S, +ar” =a+rS,

som medfor att

1—rn
S, =a T
(b) Vi skriver om
46 46
S 4@ (1) = 3 12(-3)
k=1 k=1
sa vi anviinder formeln i (a) med n645, r = —3 och a = 12:

46 _ (_9\46
> o12(-3)F = P 3(1 —3%) =3 — 3%,

(a) Ge definitionen att en icketom mingd A &r uppat begrinsad.

(b) Bevisa att foljden (ay)nen dr uppat begrinsad dér a,, definieras enligt

uttrycket
n—+ 2
ap, = —— for allan € N.
(n+4)(n+38)

Solution:
(a) Man séiger att mingden A dr uppdt begrinsad om det finns C € R sa att

a<C forallaacA.



(b) For allan € N &r n+ 2 < n+ 4. Dérfor &ar
n+2 n+4 1

tn = (n+0)(n+8) 5 (n+4)(n+8) T n+8)

(n + 4)(n + 8) positivt

Dessutom &r n > 1 for allan € N, s n+8 > 9 som medfor att 1/(n+8) <
1/9. Dérfor ar

—_

ang#gf
(n+8) — 9

och (an)nen #r uppat begrinsad.

for allan € N

4.

(a) Lat I vara ett intervall. Definiera begreppet stringt vizande som géller
for en funktion f: I — R.

(b) Betrakta en funktion f: [6,00) — R som definieras enligt formeln

23 — 1322 + 572 — 81

fla) = T

for alla « € [6,00). Visa att f &r stringt vixande. [Tips: Forenkla braket.

Solution:

(a) En funktion f: I — R kallas for stringt vizande om z < y medfor att
f(z) < f(y) for alla z,y € I.

(b) Vi kan faktorisera
23 — 1322 + 572 — 81 = (2% — 10z + 27)(x — 3)
23 — 1322 + 572 — 81

f(x) = ——3 =22 — 102+ 27 = (v — 5)* + 2 = g(h(z))

dér h: [6,00) — [1,00) och g: [1,00) — R definieras enligt
h(z)=x—5 for alla x € [6,00), och

gly) =y*+2 forallay e [l,00).

Om vi kan visa att bade h och g &r stringt vixande, da &r f stringt
vixande (enligt sats 2.40). Men

1 < g — h(xl):x1—5<x2—5:h(:v2)
sa h &r stréngt vixande. Och

Y3 < y1y2

1<y <y = och = yi <y3 = g(y1) = ¥i+2 <y3+2=g(y2)

Y1y2 < Y3

sa g ar stringt vixande.



(a) Definiera vad det betyder att sdga u € R &r en minsta 6vre begrinsning
till en icketom méngd A.

(b) Betrakta méngden A = {z € R|2? — 4z < 5}. Bevisa att sup A = 5.

Solution:

(a) Det betyder att

(i) a < wu for alla a € A, och
(ii) till varje e > 0 finns det a € A sd att u — e < a.

(b) Olikheten 22 — 4z < 5 #r ekvivalent med 22 — 42 — 5 < 0 och vi kan
faktorisera 22 — 4z — 5 = (x + 1)(z — 5) sa

A={reR|r* -4z <5} ={zcR|(z+1)(z—5) <0}

Olikheten (z 4 1)(xz — 5) < 0 géller om och endast om

r+1<0ochz—5>0, x < —1ochz>5,
eller <= eller
z+1>00chz—-5<0 r>—-lochx<5b

Men & < —1 och > 5 kan inte géller samtidigt, sa

A={zeR| -1<z<5}=(-15).
Dérfor dr « < 5 for alla # € A och 5 dr da en dvre begrénsning (d.v.s (i)
uppfylles).
Nu vill vi till varje e > 0 hittaett a € Asaatt 5—e <a. Om0<e <6
dr —1 < 5—e < 5saom vivilljer a =5 — ¢/4 sa har vi att

—1<b5—-e<b—-¢/d=a<5b

sd a € A och 5 —e < a. Det vill séga (ii) uppfylles.
Om e > 6 har vi att 5 — e < —1 < 5 sa vi kan vilja, till exempel, a = 1.
Da ar
b—e<-1<l=a<5b
sd a € A och 5 —e < a. Det vill séga (ii) uppfylles.
Da har vi visat att (i) och (ii) uppfylles med v = 5, sa sup A = 5.




