TATA79/TEN3 Tentamen, 2017-04-21

Inledande matematisk analys

(a) Ge negationen av pastaendet:

” Alla hundar kan skélla.”

(b) Visa att om

e 1, delat med 7 har rest 2, och

e ny delat med 7 har rest 2,

da har ning delat med 7 rest 4.

Solution:
(a) ”"Det finns minst en hund som kan inte skélla.”
(b) Eftersom bade ny och ny delat med 7 har rest 2 sa &r
ny="7mi +2

for nagot heltal m; och
Nng = 7m2 + 2

for nagot heltal mo. Déarfor ar
ning = (Tm142)(Tmae+2) = 49mimae+14(my+me)+4 = 7(Tmimae+2(m1+me))+4

sa ning delat med 7 rest 4.

2. Visa att

nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)
5

Zn:k(k + 1) (k+2)(k+3) =
k=1

for alla positiva heltal n.

Solution:
Vi bevisar

nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)

5 (*)n

Zn:k(k + 1) (k+2)(k+3) =
k=1

med hjéilp av induktion.
Forst kollar vi att (x); &r sann:

D k(k+1)(k+2)(k+3) = 1(1+ 1)(1+2)(1+3) = 4!
k=1



och 11+ +2)1+3)(1+4) - i' =4l
5 57

s& ()1 Ar sann.
Nu antar vi att (x), dr sann for nidgot £ och betraktar vinsterledet i (x)gy1:

41 0
S k(k+1)(k+2)(k+3) =Y k(k+1)(k+2)(k+3)+ (C+1)((L+1)+1)((L+1)+2)((L+1)+3)
k=1 k=1
00+ 1)(€+2) (€ + 3) (¢ + 4)
5
=+l +2)(L+3)({+4) (g + 1)
(C+1)(L+2)(L+3)(+4)(L+5)
5 b

+U+DE+2)(+3)(+4)

som dr hogerledet i (%)g+1, sd vi har visat (x)y = (%)p41.
Enligt induktionsprincipen har vi bevisat (x),, for alla positiva heltal n.

3.

Hitta alla mojliga par av ickenegativa reella tal a och b sa att vVa+b =
Va+Vb.
Solution:

Om vi antar att \/a—l—b:\/&—l—\/g(ochazOochsz) Ar

a+b= (M)Q: (\/a+\/5)2:a+2\/5\/5+b

sS4
0 =2vaVb

och det medfor att antingen a = 0 eller b = 0. Déarfor
Va+b=+/a+Vb = antingen a = 0 eller b = 0.
I den motsatta riktningen:
a=0 = Va+b=vV0+b=vVb=0+ Vb= a+ Vb
Och pa samma sétt
b=0 = Va+tb=vVa+0=+va=Vb+0=a+ Vb
Darfor har vi visat att
Va+b=+va+Vb < antingen a =0 eller b = 0.
Sa alla mojliga par av reella tal a och b sa att va + b = /a + /b ér:

a = 0 och ett godtyckligt b € R; eller
ett godtyckligt a« € R och b = 0.




4.

(a) Bevisa att
cos(0 + ¢) + cos(0 — ¢)
2

cos(0) cos(¢) =
for alla 6,¢ € R.

(b) Skriv om sin(f) cos(¢) pa ett liknande siitt, det vill siiga skriv om det till
ett uttryck som innehaller bara trigonometriska funktioner av 8 + ¢ eller

0 — ¢.

Solution:
(a) Vi réknar

cos(0 + ¢) + cos(0 — ¢)
= (cos(0) cos(¢) — sin(f) sin(¢)) + (cos(0) cos(¢p) + sin() sin(¢))
= 2cos(6) cos(¢).

(b) Vi far ocksa rikna

sin(0 + ¢) + sin(6 — ¢)
= (sin(6) cos(¢) + cos() sin(¢)) + (sin(#) cos(¢p) — cos(#) sin(¢))
= 2sin(0) cos(¢).
> sin(f + ¢) + sin(f — @)
2

sin(f) cos(¢) =
for alla 0, ¢ € R.

Kom ihag att

p. () = 0 om n < |z,
HPnl®) = (1+2)" ommn> |z,

n

for positiva heltal n och = € R.
(a) Definiera exponentialfunktionen exp: R — R och talel e.

(b) Visa att
1

xPa(z) < exple) < oy

om n > |z|.

(¢) Anvind (b) for att visa

n n+1
(n+1> geg(n+1>
n n

for alla n > 3.



Solution:
(a) exp(x) = sup,cn exp, () for alla € R och e = exp(1).

(b) Eftersom exp(z) = sup,cn exp,(z) dr exp(z) en Gver begrdnsning av
(exp,,(z))n, s& dr
exp, (2) < exp(x) 1)
for alla z € R och n € N.

Eftersom (1) giller foér alla x € R kan vi sitta —x in istéllet for = och far

1 1
exp,(—) < exp(—z) = exp(—x) : expp (~2) ¥

for n > |z|, eftersom i sa fall &r exp,,(x) > 0.
Dirfor ger (1) och (2) att
1 1

=2n(e) < o2(e) = o < ey <

(¢) Om vi séitter © = 1 och definitionen av exp,, in i férsta olikhet i (3) far vi

att n n
1 1
(n + ) = <1 + ) =exp,(1) <exp(l)=e
n n

for n > 2. Om vi sétter z = 1 och definitionen av exp,, in i sista olikhet i
(3) far vi att

e=exp(l) < expnl(_l) B <n1z 1)n

n+1
o< (n + 1>
n
for n > 3. Allihop da &r

n n+1
(n+1> Seg(nJrl)
n n

for n > 2, sa

for n > 3.

(a) Definiera a® f6r a > 0 och z € R.

(b) Visa att a®™ = (a®)Y.

Solution:
(a) a” :=exp(zIn(a)) fér a > 0 och z € R.

(b) Virdknar (a)¥ = exp(yIn(a”)) = exp(y In(exp(zIn(a)))) = exp(y(z1n(a))) =
exp((ye) In(a)) = a*.



7.
Kom ihag att absolutbeloppet av ett reelt tal x &r

x om x > 0;
|z| =
—x om x < 0.

(a) Definiera absolutbeloppet |z| av ett komplext tal z och visa att den stimmer
overens med definitionen for reella tal i fallet imagindrdelen av z &r noll.

(b) Visa att |zw| = |z||w| for alla komplexa tal z och w.

Solution:

(a) |z| == /2% 4+ y? dir z = x + iy {or reella tal & och y. Om imaginirdelen
av z ir noll ir z = z och |z| = V22 + 02 = Va2 T fallet z > 0 éir Va2 =z
och om z < 0 dr V22 = —x, s& det stimmer 6verens med definitionen for
reella tal.

(b) Anta att z = z + iy och w = u + iv for z,y,u,v € R. Da &r

zw = (z +iy)(u + ) = (zu — yv) + i(zv + yu)

sa
lzw|?* = (zu — yv)? + (zv + yu)? = 22u? + %0 + 220? + y?u?
= (2% +¢*) (u® +07) = |2*|w]?
som medfér att |zw| = |z||w| eftersom absolutbeloppet av ett tal dr aldrig
negativt.




