TATA79/TEN3 Tentamen, 2016-03-31

Inledande matematisk analys

(a) Visa att 4n < 2" for alla n € N sa att n > 5.

(b) Varfor funkar inte ditt bevis av (a) om man betraktar n < 57

Solution:
(a) Man kan anvinda induktion. Foérst kollar vi att olikheten stdmmer da
n=>5:4n=4x5=20 och 2" = 2% = 32 54 4n < 2" da n = 5.
Sen antar vi att olikheten stammer da n = k for nagot k € N, k > 5, och

betraktar

A4k +1) =4k +4 <28 +4=2F 4 22 <2k 4 2k = 2F(1 4+ 1) = 2F !
enligt olikhctzn med n = k
som visa att olikheten stimmer da n =k + 1.

Enligt induktion foljer olikheten for alla n € N sa att n > 5.

(b) Om k = 1 sa funkar inte induktions steget, eftersom 2% £ 2% da.

For alla k = 1,2, 3,4 funkar inte bas fallet eftersom 4 x 1 ¢ 2!, 4 x 2 « 22,
4x3¢2%0ch4x4¢24

2. Visa att 9" — 2™ ir jimnt delbart med 7 for alla n € N. (Det siigs att
m € N ar jimnt delbart med k € N om m/k € N.)

Solution: Det finns minst tva sétt att 16sa problemet.
Man far faktorisera:

9”*2’”:(9*2)(9”714’9”72X2+9n73X22+"’+9X2n72+2n71)

Sa

gn —on  gn _9on
— =53 =9l 19" 2524973 %224+ 49x 2" 249" L e N

Man far ocksa anvinda induktion. Forst kollar vi om n = 1 sa &r 9™ — 2™ =
9 —2 = 7 som #r jimnt delbart med 7. Sen antar vi att 9% —2* Ar jamnt delbart
med 7 for nagot k € N och réknar
ghtl _ok+l gkl gk 9o 4 gk x 2 —2k+L  9k(9 _2) 4 (9k —2k)2 . gk _ 2k
T 7 - 7 =o—

Men vi kan dra slutsatsen att det &r ett naturligt tal under hypotsen att (9% —
2F) /7 dr ett naturligt tal. Enligt induktion &r 9" — 2™ &r jamnt delbart med 7
for alla n € N.

3.



(a) Anvind
cos(f + @) = cosf cos ¢ — sin @ sin ¢

for alla 0, € R for att visa

1 — cos(26)
2

sin? f =
for alla 6 € R.
(b) Hitta alla § € R sadana att 1 4 cos(26) + 3sinf = 0.

Solution:
(a)
c0s(20) = cos(0+6) = cos f cos § —sin fsin @ = cos® § —sin®f = 1 —2sin* 0
dérfor ar

1 — cos(26)
2

sin 0 =
for alla 8 € R.
(b) Vi riknar
0=1+cos(20)+3sinf =14 (1—2sin? @) +3sinf = —2sin® # + 3sin § + 2
sa ekvationen dr ekvivalent med
0 = 2(sin?#—3/2sin 0—1) = 2((sin 0—3/4)—9/16—1) = 2((sin H—3/4)?—25/16)
som i sin tur dr ekvivalent med

sinf =3/4+5/4.

Sa antingen dr sinfd = 2 eller sinf = —1/2. Eftersom det finns inga
16sningar till sin @ = 2 alla 16sningar till ekvationen &r precis losningarna
till sinf® = —1/2. Dérfor losningarna dr

0 = —57/6 + 2km, —7 /6 + 2k

for alla k € Z.

4.

(a) Definiera a® f6r a > 0 och z € R.

(b) Visa att definitionen av a® fran (a) stimmer &verens med definitionen da
x &r ett heltal i fallet © = 3. Det vill séiga kontrollera att a® = aaa enligt
definitionen du skrev i (a).

Solution:

(a) a” := exp(z1n(a)) f6r a > 0 och z € R.



(b) Vi rdknar ut att

a® = exp(31n(a)) = exp(In(a)+In(a)+In(a)) = exp(In(a)) exp(In(a)) exp(ln(a)) = aaa.

(a) exp(z + y) = exp(w) exp(y) (a)

5. Bevisa Bernoullis olikhet: For alla reella tal x > —1 och alla n € N far man
att
(I1+z)" > 1+ nz.

Solution: Vi ger ett induktionsbevis av
(14+2)" >1+nax. (1)

Forst kollar vi vad som hinderdan=1: (1+2)"=(1+z)> (1+z)=1+nz
s& (1) stdmmer om n = 1. Sen antar vi att (1) stdimmer fér n = m dir m € N
och betraktar fallet n =m + 1:

(14+2)"™ = (14+2)"(14+2) > (1+mz)(1+z) = 1+met+z+ma® > 14+ (m+1)z

sa (1) stammer for n = m 4 1 och (1) dr bevisad.

6.

(a) Betrakta en punkt (x,y) i planet som ligger pa en cirkel med radien r > 0
och medel punkt i origo. Det inneb#r d& att =2 4+ y? = 2. Lat y > 0, och
6 och ¢ vara vinklarna i bilden nedan. Visa att cos(6 + ¢) = 0 for alla

(z,y).

(Q‘tn.)
e
%
Grod teye
Solution: Vi kan direkt se att
0050:4, sinG:gc——Hn7
Vi + (z+7)? VY2 (x+7)?
Y . r—x
cosp = —————— och sinp=-———n.
y? + (r —a)? Y2+ (r—a)?



Darfor kan vi rakna

cos(0 + @) = cos() cos(p) — sin(8) sin(p)

_ Yy Y B T+ r—x
R R e e Y e EEs L/ e
y2—(z+7)(r—2x) B Y2+ 2 —r?

=0
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7.

(a) Definiera e for 6 € R.

(b) Bevisa att
e _ Lita—y)
e
for alla reella tal z och y. Endast definitioner och trigonometriska riknelagar
far anvéndas utan att de forst bevisas.

Solution:

(a) € :=cos® +isind for 0 € R.

cosx +isinz  (cosw +isinz)(cosy —isiny)

e cosy+ising (cosy + isiny)(cosy — isiny)
= (cosx cosy + sinzsiny) + i(sin z cosy — cos xsiny)

= cos(x — y) + isin(z — y) = '*7Y),




