Inledande matematisk analys (TATAT9)

Hostterminen 2017

Losningsforslag till ett urval sjélvstudieuppgifter

Lektion A1l

Néar uppgifter ar sa pass "enkla” ar det svart att veta vad forviantas gora. De flesta studenter ér
inte sa vana vid att behandla olikheter och, trots att manga rédkna regler kinner bekanta fran
arbete med likheter, dyker upp o6verraskningar da och da. Syftet med de har uppgifterna ar att
lara argumentera fran grunlaggande axiom och definitioner. Forstas behovs ett sa grundlédggande
argument inte i alla sammanhang, men det hjalper mycket i borjan av kursen for att hjilpa oss
bygger upp en robust intuition.

A.5(c)

A.6(c)

A7(b)

Vi vill visa att x > 5 = z(x —2) > 15. Eftersom vansterledet av olikheten man
vill bevisa innehaller produkter gisser man att prova anvanda axiom som tillater oss att
muliplicera bada led med en konstant eller addera en konstant till bada led.

Enligt II(c) med ¢ = 2 vet viatt + > 5 = x —2 > 5 — 2 = 3. Eftersom = maste vara
positivt sa kan vi sdga r —2 >3 = x(z — 2) > 3z enligt 11(d), och enligt det samma
axiom x > 5 = 3z > 3 x 5 = 15. Allihop da

x>5 = z(r—2)>3x>15.

Kontrapositionen av pastaendet A =— B” & "-B =— -A” dir A och B ocksa ar
pastaenden. Darfor tar vi A lika med pastaendet "z > 57 och B lika med "z(z —2) > 15”
sa 2 A ar "x < 5” och =B ar "z(x — 2) < 15”. Kontrapositionen ér da

r(r—2) <15 = x <5.

Déar har uppgiften kan vara knepig for att implicationen som ges i uppgiften ar faktiskt
en forkortning. Implikationen i uppgiften ér

x>5 <= z(xr—2)>15.

Men vad menas med det ar: Om x ar ett tal som uppfylls olikheten z(x — 2) > 15 sa
uppfyller det ocksa olikheten x > 5. Dérfor for att visa den ar felaktig ricker det att bara
hitta ett  som uppfyller z(x — 2) > 15 fast inte x > 5.

For att hitta ett sadant x anvinder vi oss av lite intuition. Ni formodligen vet att det
finns tva sitt att ett utryck som z(z — 2), som &ar ett andragradspolynom i =, kan vara
stort: antingen x ar jatte positivt, eller z ar jatte negativt. Vi vill hitta ett  som uppfyller
x < b5, sa vi prova ett negativt x.

Till exempel, vi prova x = —10. Da ar xz(z —2) = 120 > 15 men sammtidigt dr x = —10 %
5. Darfor har vi bevisat att pastaendet "z > 5 <= xz(x —2) > 15”7 ar felaktigt.



Lektion A2

I A.13 och A.14 maste man inte bevisa varje steg utifran axiomen. Det gar bra att forsoka skriva
ett vettigt argument. Forstas finns det flera mojliga svar, men det réicker att behandla ett par
stycken villkor bra for varje uppgift.

A3

Al14

A.16

Betrakta ett jaimnt heltal n och a # 0. D& ér a™ = a** = (a*)? for ndgot heltal k. Utifran
I1(d) och exempel 2.5 kan man bevisa att (a*)? > 0 x a; = 0 i fallet a* > 0 och utifran
sats 2.9 och exempel 2.5 far man att (a*)? > 0 x a; = 0 i fallet a* < 0. Dérfor, s& linge
ak # 0, det vill siga a # 0, kan vi dra slutsatsen att a™ > 0. Kort sagt vi har hittat ett
exempel pa tillrdckliga villkor: @ # 0 och n jamnt medfor att o > 0.

Om a > 0 da ar a® > a0 = 0 enligt I1(d) och exempel 2.5. Vi kan upprepa argumentet, for
att visa a™ > 0 for alla heltal n. D& har vi hittat ett andra tillrackligt villkor: Om a > 0
da ar a™ > 0.

Om a = 0 da ar a" = 0 sa lange n ar positivt. (Om a = 0 och n &r icke-positivt s& ar a”
odefinerat.)

Forst observera att slutsatsen inte galler i allmént utan andra villkor an a < b. Till
exempel, omn =2, a=—-50ochb=3ara <bmen a"” =25<£9=0>".

Det ar mojligt att hitta flera olika villkor dar implikationen géller. Har gar vi genom ett
par exempel.

Forst betrakta vi a > 0 och n positivt. Sen, till exempel, om n = 4 kan vi saga
a* < a’h < a®b? < ab® < b?

enligt 1I(d). Samma bevis funkar for varje heltal n — man kan forstas argumentera att
ett induktionsbevis skulle vara mer tydligt for att behandla allmédna n, men det kommer
vi jobba mycket med senare i kursen.

En andra villkor ar att a < 0, b > 0 och n ar udda. I sa fall 4&r kan man argumentera
(utifran I1(d), exempel 2.5 och exempel 2.9, till exempel) att a™ < 0 och ™ > 0 och darfor
ar a™ < b

(a) 111, 10001, 1100 respektive 100000.

(b) 21, 122, 110 respektive 1012.



Lektion B1

B.3(b)

B.4(a)

B.6(a)

Vi vill bevisa
a n(n+1)\?
> = (M) ()

for alla positiva heltal n.

2
Forst kontrollerar vi fallet (x);, d& ricknar vi att ", _, k* = 1 och <w> =1, 84 (x);

ar bevisat.

Nu antar vi att (x),, ar sant for nadgot positivt heltal m och betraktar (x),,41. Vansterledet

ar
m+

k3:§:k3+(m+1)3= (W) + (m+1)°

(%)m. Vi far rackna

ﬁk‘

enligt antagande

(M)Z (m+1)* = (m+1)* (m;+(m+ 1)) = (m+1)2((T+ D+

som ar hogerledet i (),,41. Darfor ar implikationen (x),, = (%),,+1 bevisat.

Enligt induktionsprincipen ar (x), bevisat for alla positiva heltal n.

Vi vill bevisa
4n < 2™ (%)

for alla heltal n > 5.

Forst kontrollerar vi fallet (x*)s, dd riacknar vi att 4n = 4 x 5 = 20 och 2" = 2° = 32.
Eftersom 20 < 32 ar (xx); bevisat.

Nu antar vi att (sx),, dr sant for nagot heltal m > 5 och betraktar (xx),,.;. Vansterledet
ar
dm+1)=4m+4 < 2"+ 4 =2" 42

enligt antagandet (xx),,. Eftersom m > 2 ar
2M 422 <24 2™ = 2M(141) =2
som dr hogerledet i (s%),,,1. Darfor &r implikationen (x),, = (*),+1 bevisat.

Vi anvander fallet n = k + 1, som ar det vi vill bevisa.



Lektion B2

B.9 (a) Eftersom4ax—7>2 <= 4 >9 <= 9/4 <z, didr{r € R|4de —7>2o0chz <4} =
{r € R|9/4 <z <4} som ér intervallet [9/4, 4] och inte [0, 4].

(b) Méngden M = {z € R|22% + 4 < 12 — 8z} kan inte vara intervallet [0, 4] eftersom
2—1)2+4=06<20=12—8(—1)sa —1 € M fast —1 & [0, 4].

(¢) Vi har
-2 +1<1 = 2(r—-2)<0 <= 0<2<2

och
§8<6br—a & °—6r+8<0 < (r—4)(z-2)<0 < 2<r<4
sa
{reR|z?—2x+1<1leller8<6r -2’} ={reR|0<x<2eller 2 <x <4} =]0,4]
(d) Ett liknande argument ger oss att
{reR|2?—4r <0o0ch8<6z—2*}={reR|0<z<4och2<x<4} =24
(e) Aterigen kan vi rickna

7 —4r <0 <= 2(z-4)<0 <= 0<z<4,
1 —4r4+3=0 < (r—-3)(r—1)=0 < x=3ellerz=1, och
2+ 8=061 <= (v —-4)(r—2)=0 <= v =4ellerv=2.

Darfor ar
{zr eR|2? —4x <0, 2% — 4z + 3 =0 eller 2? + 8 = 6z}
= (0,4) U {3,1} U {4,2} = (0,4] # [0, 4]
B.10 Vi kan skriva
Cn)!'=2n2n—-1)2n—-2)...(n+ n(n—1)...2 x 1.

For att jamfora (2n)! med n™ jamfor vi faktorerna i (2n)! med faktorerna i n". Vi vet att
(2n — k) > n sé linge 0 < k < n, darfor ar

2n(2n—1)(2n—2)...(n+1) >n"
eftersom véansterledet innehaller n faktorer. Vi far ocksa uppskata
nn—1)...2x1>1.
Vi dra slutsatsen att
Cn)!'=2n2n—-1)2n—-2)...(n+1)n(n—1)...2x1>n"x1=n"

och darfor ar

for varjen € Z,..



B.11

B.12

(a) Vi kan skriva om 2? — 10 + 25 < 4 <= (z—T7)(z—-3) < 0s8 A = {z €
R|(x—7)(x—3) <0} =(3,7) &ar ett interval. Vi har bevisat i foreldsningar att ett
begrinsat intervall har en minsta 6vre begransning och en stosta undre begransning
som ar intervallets hoger-, respektive, vansterandpunkt. Déarfor ar inf B = 3 och
supB =7.

(b) Varken 3 eller 7 tillhor till méngden A.

(c) Vi kan skriva om 422 —36x+81 <25 <= 2?2—92+14 <0 < (z—T)(x—2) <0
sa A={zeR|(x—T7)(x—2) <0} =[2,7] &r ett interval. Av samma anledning som
ovan ar inf B =2 och sup B = 7.

(d) Bade 2 och 7 tillhor till mangden B.

(e) Vikan skrivaom 2 +42—5>0 < (z+5)(x—1) >0 <= x < —5eller x > 1.
Sa
C={zeR|z>-1ochz*+4r—5>0} = (1,00).
Eftersom vénsterandpunkten ar andlig sa ar infC' = 1.
For att visa det finns ingen 6vre begrdansningen raka det att observera alla positiva

heltal forutom 2 tillhor till C. Vi vet (enligt exempel 2.20) att Z, har ingen minsta
ovre begrinsning, sa C' kan inte heller.

Ett godtyckligt element i mangden
M={yeR|y=(r—1)(x+5)och z € [-6,2]}

har formen y = (z — 1)(z +5) = (x + 2)? — 9 och eftersom (z + 2)? > 0 & —9 en undre
begransing till M. Utover det tillhér —9 till méngden eftersom —9 = (z — 1)(z + 5) dar
x = —2och —2 € [—6, 2]. Darfor kan varje tal storre &n —9 inte vara en undre begransning.
Vi dra slutsatsen att inf M = —9.

For att visa M har en minsta dvre begriansning kollar vi tre olika fall: x € [—6,—5];
x € (=5,1); och = € [1,2]. Anledningen att vilja de dar fallen ar att det dr da x forflyter
sig fran ett interval till ett andra byter minst en faktor i uttrycket y = (z — 1)(x + 5)
tecken.

Fall 1: x € [-6,—5]. Dadr —-7T<x—1< —6och -1 <2+5<0s4a0=(-6)0) <
y=(r—1(x+5) < (=7)(—-1) = 7. I synnerhet kan y anta virdet 7 genom att ta
x=—6¢[—6,-5].

Fall 2: z € (=5,1). Daédr -6 <x—1<0och0<zx+5<6sday=(xr—1)(x+5)blir
negativt och ddrmed mindre én y-viarden fran fall 1.

Fall3: z € [1,2]. Dadr0 <z—1<1loch6 <z4+5<7sa0=(0)(6) <y=(z—1)(z+5) <
(1)(7) = 7. (Aterigen kan y anta virdet 7 genom att sitta in z = 2 € [1,2].)

Fran fallen 1-3 dra vi slutsatsen att 7 &r en Ovre begransning till M och eftersom 7 € M
kan ett tal storre an 7 inte vara en ovre begransning. Darfor ar sup M = 7.



Lektion C1
C.3 Vi racknar att

la+b| = |a|+|b] = |a+b|* = (la]+|b])? = a®+b*+2ab = a®+b*+2|a||b] = ab = |a]|b].

Om a > 0 &r |a| = a och dérfor ab = |a||b] = b= 1|b],s& b>0. Om a <0 &r |a| = —a
och darfor ab = |a||b] = b= —|b|, s& b &r icke-positivt. Om a = 0 da kan b vara vilket
tal som helst. Darmed har vi rdcknat ut kanditater for 16sningar: |a + b| = |a| + |b| medfor
att @ >0 och b>0,a <0ochb<0,eller a =0 och vilket b som helst.

Nu maéste vi kolla att kanditaterna verkligen &r losningar. Och det ar inte sa svart. Till
exempel: Om a = |a| och b= |b] &r

|+ 0 = [la] + [b]] = [a] + [b].

C.4 Om p(z) = Y p_,axz”™ ar ett polynom av grad n och det finns tal 7o < 21 < --+ < z,, 88
att p(z;) =0 for alla j =0,1,...,n, da ar p(z) = 0 for alla = € R enligt sats 2.37.

Enligt sats 2.38 vet vi att om p(x) = 0 for alla x € R sd ér ap, =0 for alla k =1,2,...,n.

C.5 Enligt uppgiften ovan maste vi 1osa systemet

20—5=0
50+ c=0 och
c—a=0.

Vi racknar att @ = 5/2, ¢ =5/2 och b = —1/2.
C.7 Vi kan till och med bevisar att funktionerna &ar strangt vixande:

(a) Om z <y ar 2x < 2y och f(zr) =2x —2 <2y —2 = f(y) sd f ar vaxande.

b) Om 0 <z < yér fly) — fx) =y -2 = (y—x)(y+2) >0ty y—x > 0 och
y+ax>0.

(c) Omz <yar fly)— fx)=y’—2*=(y—2)(y* + 2y +2*) > 0ty y — x > 0 och

1
y2+xy+$2:§((:v+y)2+x2—|—y2)

som ar positivt for att hogst ett av x och y kan vara noll.



Lektion C2

s

C.11

1 - m2+1

2+t r+1
—3x+5
:172 7

(c
( 7 = 2w 43+ _Qigi;}ros

C.12 1.23 (a)
(b)
)
)
124 (a) 2® +4z —5— -
(b)
)
)
)

b

oL

3
5—3x
b x_5+x2—3z+1
1.25 (a) 0
(

b) 2190 — 267 4210 1
(c) 1—x

-1




Lektion D1
D.3 (a) Ja, g7l (x) = f~1(x + 2) for alla z € R.

()
(d)

Nej, g ar inte injektiv, ty g(—x) = g(x).
Nej, g ér inte injektiv, ty det finns x; och x5 sa att f(x;) = —f(z2) och i sa fall &r
g(@1) = g(z2).

D4 (a) ff'(y)=—yyforl<y<0.

D.5

(b)

(a)

()

()

fiyy =4 VY oml=uss
-y om9<y<16

Uttrycket \/% ar definierat om och endast om ndmnaren i kvotet ar nollskild och
hela kvotet ér icke-negativt. Namnaren i kvotet &r nollskild precis da « # 1. Och hela
kvotet ar icke-negativt nar antingen x +1 > 0 och x —1 > 0, eller z +1 < 0 och
r — 1 < 0. Kraven kan omskrivas till kravet 2 > 1 eller x < —1. Darfor definierar vi
D = (—o0, —1] U (1, 00).

Vill vill hitta alla mojliga viardena for y som kan uppsta genom uttycket

r+1
y=flz)=/—7

dar vi sitta in x < 1 eller x > 1. Darfor, for ett givet y maste vi hitta en lamplig
l6sning = som ge detta y: Forst rdkna

z+1 r+1
y = f(x) ::“x—l — 2= 1 = (z—1)y = (z4+1) <= 2(y*—1) = 1+~

Om y = +1 sager den sista likheten att 0 = 2 som &r ett motsagelse och visar da
att det finns inget = sa att f(x) = £1. Dérfor kan varken 1 eller —1 tillhor till
malméndgen M om f ska vara surjektiv.

Om y ar inte —1 eller 1 har vi visat att det &nda mojliga vardet for x ar x = zzi

zﬂ var ett nodvéindigt villkor méste vi nu kolla

Men eftersom vi visade bara att z = £

implikationen at andra hallet:

y? +1
y?—1

och vi far f(gzﬂ) = y om och endast om y > 0 och y # 1. Dérfor dra vi slutsatsen

att méngden av moéjliga y-varden ar M = [0,1) U (1, 00).

I (b) visade vi att y = f(z) = x = %, sa det finns hogst ett x for varje y sa att

f(z) =y. Darfor ar f: D — M injektiv.

2
fy) = 5.



Lektion D2

D.8 (a) Det &r enklare att bevisa kontrapositionen: Om m ér inte delbart med 3 d& ar m?
inte delbart med 3.

Om m ar inte delbart med 3 kan det skrivas som m = 3k = 1 for nagot heltal k. Da
ar
m? = (3k £ 1) = 3(3k* £ 2k) + 1
s& m? ar inte delbart med 3.
(b) Vi ger ett motsdgelse bevis: Anta att ¢ ar rationellt och darfér kan skrivas som

¢ =n/m dir n och m ar hela tal utan gemensamma delare. Vi rdaknar

n2

3202:—2 = 3m® =n’.
m
Dérfor ar n? delbart med 3 och enligt (a) &r n delbart med 3, si n = 3k for nigot
heltal k. Aterigen réaknar vi

3m? =n? och n =3k = 3m? =9k*> — m? = 3k%

Dérfor ar m? delbart med 3 och enligt (a) ir m delbart med 3.

Att bade n och m ér delbart med 3 &r ett motsigelse till antagandet att ¢ kan
skrivas som ¢ = n/m déir n och m ar hela tal utan gemensamma delare. Darfor ar ¢
irrationellt.

D.9 (a) Det &r enklare att bevisa kontrapositionen: Om m ér inte delbart med 6 d& ar m?
inte delbart med 6.

Om m ar inte delbart med 6 kan det skrivas som m = 6k + r for nagot heltal & och
r=1,2,3,4 eller 5. D& &r
m? = (6k + 1) = 6(6k* + 2kr) + 12

Vi vet att 72 = 1,4,9, 16 eller 25 s& r? ar aldrigt delbart med 6, och darfor ar m? inte

delbart med 6
(b) Vi ger ett motségelse bevis: Anta att ¢ &r rationellt och darfor kan skrivas som
¢ =n/m dar n och m &r hela tal utan gemensamma delare. Vi rdaknar
6:c2:n—22 = 6m* =n’.
m
Dérfor ar n? delbart med 6 och enligt (a) &r n delbart med 6, si n = 6k f6r nagot
heltal k. Aterigen riaknar vi

6m2 = n? och n = 6k = 3m? = 36k* = m? = 6k

Darfor ar m? delbart med 6 och enligt (a) ar m delbart med 6.

Att bade n och m ar delbart med 6 ar ett motséigelse till antagandet att ¢ kan
skrivas som ¢ = n/m dér n och m ér hela tal utan gemensamma delare. Darfor ér ¢
irrationellt.

D.10 Till exempel &r m = 6 ir inte jamnt delbart med 9 men m? = 62 = 36 ar delbart med 9.

D.11 Det finns flera mojliga generaliseringar av sats 3.3. Har ar tva mojliga svar.
Sats. Ldt p vara ett primtal. Dd dr losningar ¢ till ¢ = p irrationella.

Sats. For olika primtal py < ps,--- < px definieray = szlpj. Dd dr losningar ¢ till 2 =y
irrationella.
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Lektion E1
E.3 (a) Viskriver om (3.22) med ¢ = 6 och far
cos(20) = cos(f + 0) = cos f cos ) — sin fsin @ = cos®  — sin® § = 2cos? 6 — 1
(3.21)
sa
sin?(g) — o820 C;S(%)).
(b) Vi skriver om (3.22) med ¢ = 6 och far
cos(20) = cos(f + 0) = cos 6 cos f — sin fsin @ = cos®  — sin® § = 1 —2sin?6
(3:21)

sa
1 —cos(20)

2
E.4 Sats 3.10 tillsammans med sin0 = 0 och sin(r/2) = 1 < 7/2 medfor att sinf < 0 for
6 € [0,7/2]. Dessutom ér sin@ > 0 for 6 € [0, 7/2]. Dérfor ir sin? 6 < 6% och

cos’fh =1—sin26 >1— 6>

sin?(6)

for 6 € [0, 7/2].
Nu visa vi att cosd > 1 —6 6 € [0,7/2]. Vi betrakta tva fall: 6 € [1,7/2] och 6 € [0, 1).
Om 6 € [1,7/2] & 1 — 6* < 0 och vi vet redan att cos > 0 s&

cosf>0>1-6.
Om 0 € [0,1) kan viskrival— 6> = (1+60)(1—60) > (1 —-0)(1 —0) = (1 —0)* s&
cos?0>1—-6%>(1-0)>°
Eftersom béade cosf och 1 — @ ar positiva for € € [0,1) dra vi slutsatsen att aterigen ar

cos@ >1-206.

E.5 (a) Triangels hojd h uppfyllar bade h = bsin# och h? + (a — bcosf)? = ¢? sa
> =h*+(a—bcosh)? = b?sin® + a® — 2abcos O + b* cos® = b* + a* — 2abcos
enligt (3.21).
(b) Cosinussatsen och figuren sager att
2 _ _ _ 2
a? =4+ 4 —8cos(m/6) = 2(4 — 2v/3) = 2(v/3 - 1)
och eftersom a ar positivt dr a = v/2(v/3 — 1). Dérfor ér
, <7r> (a/2) V2(/3-1) V3-1
sin (— ) = = = :
12 2 4 22

Fran Pythagoras sats (sats 3.2) uppfyller triangelns hojd h ekvationen 22 = a*/2%+ h?

™ h2:4_2(4—2¢§):2(4+2\/§):(x/§+1)2
4 4 2

och darmed ar
h 1
cos (2} =2 - (4D

3 —

2 22
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Lektion E2

E.8 Om n ar jamnt kan vi skriva cos nm = cos(2km) for nagon heltal k. Vérdet av cos(2km) = 1
for alla k eftersom vinklen 2k7 ar ett antal hela varv kring enhetscirklen fran snittet med
den positiva z-axeln.

Om n ar udda kan vi skriva cos nw = cos(2km + ) for nagon heltal k. Vardet av cos(2km +
) = cos(2km) cosm — sin(2km) sinm =1 X (—1) = 0 x 0 = —1 {or alla k. (Man kan ocksa
argumentera vinklen 2km + 7 ar ett antal hela varv kring enhetscirklen fran snittet med

den positiva z-axeln plus en halv varv till, och darfor &r cos(2km + 7) = —1.)
E.9 246 (a) v =% + 2mn och v = 3¢ 4 27n for alla heltal n.
(b) v =7 4 7n for alla heltal n.
(c) Alla v € R ar losningar.
247 (a) v = —7 + 2mn for alla heltal n.

v
V= %’r 4+ 27n for alla heltal n.

E.10 2.71 (a) arcsin0 = 0 och arccos0 = 7.
b) arcsin (3) = % och arccos (3) =
(c) arcsin (—\/7§> = —7 och arccos < \/7§> =
(d) arcsin (—{’) = —7% och arccos < \/7§> =
(e) arcsin (—1) = -7 och arccos (—1)

Ej definierad i V3.
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Lektion F1

F.3

F4

F.5

F.6

Vi raknar;

(a) exp(z +y) = exp(z) exp(y) = V2V8 = V16 = 4;
(b) exp(2e) = exp(e)? = (VE)? =2
(c) exp(2z + 2y) = exp(2(z + y)) = exp(z + y)* = 4* = 16 enligt (a).

Likheten exp(2x + 3) = exp(2x) + exp(3) ar ekvivalent med exp(3) exp(z)? = exp(z)? +
exp(3) som ar ekvivalent med exp(z)? = exp(3)/(exp(3) — 1) s& mojliga virden for exp(x)

r ++/exp(3)/(exp(3) — 1).

Vi skriver om definitionen (4.3) i fallet x = 1: Den sdger att

1 n
e = sup (1 + —)
n>1 n

och dar for ar e en 6vre begransning av (1 + %)n for alla heltal n > 1. Det betyder att

(1+%)n§6 (+)

for alla n > 1. Men (x) géller aven for n = 1 eftersom
1\’ 9 1
1+-) =2<-=(1+=-) <

For den 6vre begransningen till e tittar vi pa sats 4.3. Det star att det finns en funktion
B sa att e < B(1), men om vi laser beviset finns det dven ett uttryck for B. Utifran detta

kan vi rdkna
1 —(141) 1\ 2
Bl)y=(1-—— =|1—= ,
1+1 2

e < B(1) = (1_%)2,

Om vi lagger ihopp olikheten ovan med (x) i fallet n = 2 far vi att 9/4 < e < 4.

enligt (%) med n = 2.

sa

Betrakta godtyckliga x < y. Vi raknar

exp(y) = exp(z + (y — ) = exp(z) exp(y — x) > exp(z)(1 + (y — x)) > exp(z)

1
Del 2 av sats 4.4 y — 2 > 0 och exp(z) > 0

sd exp(y) > exp(x) och darmed har vi bevisat att exp ar strangt vixande.
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Lektion F2
F.10 (a) Forx > 1 ar

exp(In(vz + 1) + In(vz — 1)) = exp(In(vz + 1)) exp(In(vx — 1))
=Vr+1Wr—1=vVaz2-1.

(b) For z € R ér

21n (exp <\/£L’——|-1) exp (\/E)) =2In (exp (\/x——i-l\/le))
—2(Var IVa—1) =2va? 1.
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Lektion G1

G.5 Betrakta tva komplexa tal w = u + iv och z = x 4 1y for u,v, x,y € R. Vi rdknar att
wz = (u—)(x—iy) = (ur — vy) —i(ve + uy)

och

wz = (u+w)(x +1y) = (ux —vy) + i(ve +uy) = (ur — vy) — i(ve + uy)

SA Wz =WZ.

Vi kan ocksa rakna att

w+z=(u+iv)+ (x+iy) = (u+2z)+i(v+y)
= (u+z)—i(v+y) = (u—iv)+ (z —iy) =T +7Z.
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Lektion G2

G.8 Betrakta ett polynom P(z) = > ,_, axz* med reella koefficienter a;, (k = 0,1,
Genom att ta konjugatet av bagge led i ekvationen P(z) = 0 far vi att P(z) =
darfor ar

,n).
0 och

2,.
G

n

O:W:Zakzkfz_ki Zakz =P(z

k=1 k=1

G.9 Observera att hogerledet av ekvationerna i del 3 och 4 av sats 4.10 &r definierade for
komplexa 6 och ér lika med cosinus respektive sinus funktioner i fallet & € R. Darfor om
vi definierar , , ) ,
e’LZ _"_ e—’LZ e'LZ _ e—ZZ
= h si =
cos(z) 5 ochsin(z) %

for alla komplexa 6 har vi utvidgat de trigonometriska funktionerna fran R till C.



