Inledande matematisk analys (TATAT9)

Hostterminen 2017

Modul B: Mangder, foljder och induktion

Forberedelse

B.1 Léas avsnitt 2.3 och 2.4 av Ge svar pa tal.

Lektion B1: Summor och induktion
Grupparbete
T B.2 Gor uppgift 7.2 fran Henrik Peterssons Undersékande matematik. Detta material ar bort-
taget fran hemsidans version for att det ar skyddat enligt lagen om upphovsratt.
Sjalvstudieuppgifter

B.3 Ge en induktionsbevis av de foljande likheter som géller for alla n € Z.

(a)

n

2k—1 n?
2 )

k=1

(b)

k=1

B.4 Ge en induktionsbevis av de foljande olikheter.

(a) 4n < 2" {or alla heltal n > 5.
(b) 2n + 1 < 2" for alla heltal n > 3.

B.5 Ge en induktionsbevis av formeln i avsnitt 2.4.1 for summan av en geometrisk foljd

(ar™1)iez, med kvoten 7
n n
i1 L=
ar'™ =a~
—r
i=1

diar a € R och r # 1.

B.6 Hitta vad ér fel med de foljande induktionsbevisen.

(a)
Sats. k* < k for alla k € Z..
Bevis. Vi kan léatt kolla att bas fallet stdmmer, det vill siga, om vi tar k = 1 sa ar
P=1<1=k
Nu antar vi att satsen géller for & = n for nagot givna n € Z, och betraktar fallet

k=n-+1.1fallet K =n + 1 har vi att

n+1)P?<(n+1)<3n+1 <= n*+2n+1<3n+1 < n’*<n.

Satsen med k =n + 1

Men n? < n stammer enligt induktionsantagandet, sa satsen &r bevisad. O



Sats. 2k =0 for alla k € N.

Bewvis. Vi forst kollar att bas fallet stAammer: Vi tar K = 0sd ar 2k =2 x 0 = 0 och
darfor galler satsen om k£ = 0.

Nu antar vi att satsen galler for alla k£ < n for nagot givha n € Z, och betraktar
fallet £ = n + 1. Vi skriver n 4+ 1 = ¢ + 7 déar ¢ och j ar tva icke-negativa tal mindre
an eller lika med n. Da far vi siger att

2ln+1)=2(i+7)=2i+2j=04+0=0

enligt induktionsantagandet, sa satsen ar bevisad. [

Sats. k+1 <k for alla k€ Z,.

Bevis. Som vanligt antar vi att satsen galler for k& = n for nagot givna n € Z, och
betraktar fallet £ = n + 1: Enligt induktionsantagandet ar

m+1)+1<(n)+1=(n+1)

som &r satsen i fallet & = n + 1. Enligt induktionsprincipen ar satsen bevisad. ]

Forberedelse for forelasning B: Mangder, foljder och induktion

B.7 Las om avsnitt 2.3 och 2.4 av Ge svar pd tal. Koncentrera pa begreppen uppdt och nedat
begransad samt minst 6vre och storsta under begrinsning.

Lektion B2: Mangder, foljder, supremum och infimum

Grupparbete

B.8 Betrakta foljden (a,)nez, definierat enligt

n

R

for varje positivt tal n. Eftersom en f6ljd ar bara en vanlig méngd tillsammans med en
ordning p& elementen kan vi stilla frigor som: Ar (a,)ncz, begrinsad? Och: Har den en
minsta 6vre begransing? Den héar uppgift handla om att utreda sadana egenskaper hos

(an>n€ZJr .

Utred med bevis om (a,)nez, ar uppat begransad.
Utred med bevis om (a,)nez, har en minst 6vre begrénsning. Vad ar sin virde?

Har (an)nez, ett storsta element? Det vill siga, finns det ett m sa att a,, > a, for
alla positiva n?

Utred med bevis om (a,)nez, ar nedat begrénsad.
Utred med bevis om (a,,)nez, har en stérsta undre begransning. Vad &r sin vérde?

Har (an)nez, ett minsta element? Det vill séga, finns det ett m sa att a,, < a,, for
alla positiva n?



Sjalvstudieuppgifter

B.9 Vilka av de foljande méngderna ar lika med intervallet [0, 4]? Motivera ditt svar.

(a) {reR|4x —T7>2o0ch z <4}

(b) {zr e R|22? +4 < 12 — 8z}

(c) {reR|z* -2z +1<1eller 8 < 6x — 2%}

(d) {z e R|2* — 42 <0 och 8 < 6x — 2%}

(e) {reR|z*—42 <0, 22 — 4z +3 =0 eller z°> + 8 = 6}

B.10 Bevisa att foljden (ay)necz, definierad genom uttrycket

nn

(2n)!

Ay =

for varje n € Z, #r uppét begrinsad. [Tips: Forsok jamfora (2k)! med k*.]
B.11 (a) Bevisa att inf A =3 och supA =7 dir A= {x € R|2? — 10z + 25 < 4}.
(b) Tillhor 3 eller 7 till mangden A?
(c) Bevisa att inf B =2 och sup B =7 dir B = {x € R|42? — 36z + 81 < 25}.
(d) Tillhor 2 eller 7 till mangden B?
)

(e) Bevisaatt inf C' = 1 och sup C finns ¢j dir C' = {z € R|x > —1 och 2% + 42 — 5 > 0}.

B.12 Utred med bevis om méngden
{yeR|y=(x—1)(x+5)och z € [-6,2]}

har in infimum eller supremum. I fallet de existera bestam deras varde.

Inlamningsuppgifter

B.13 Gor inldmningsuppgift B och ldmna de in till din handledare eller i gruppens fack som
ligger i korridoren 2A, B-huset, mellan ingangar 21 och 23. Du far ldmna in de se-
nast den T:e november 2017 och far aterkoppling inom tva dagar (kolla facket om
du har inget handledningstillfalle). Inlimning av eventuell komplettering samt hamtning
av aterkoppling skers pa samma sitt. Komplettering far lamnas in senast den 27:e
november 2017.



