TATA79/TEN2 Dugga 2, 2016-12-12

Inledande matematisk analys

(a) Definiera med hjilp av en bild funktionen sin: R — R.

(b) Bevisa att sinf < 6 for 6 € (0,7/2). Du far anvinda en bild som stéd for
ditt bevis.

Solution:

(a) Nedan finns en bild av enhetscirklen med medelpunkt i origo. Vérdet sin 6
definieras som b dir man gar moturs runt cirklen pa ett avstand 6 fran
punkten (1,0):

(b) Bilden nedan visa att trianglen ABC har stringt mindre area &n kilen
ABC. Vi kan rikna ut att trianglen har arean % x 1 x sin @ och kilen har
arean % x 0. Dérfor ar

sinf 0 Gno<o.
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Hitta alla x € R som loser ekvationen

3cos(z) + V3sin(z) = V3.

Solution:
Om vi jamfor vénsterledet med

Asin(v + z) = Asin(v) cos(x) + A cos(v) sin(x)
ser vi att det dr hjdlpsam att hitta A och v sa att
Asin(v) =3 och
Acos(v) = V3.
Om vi delar den forsta ekvation ovan med den andra far vi att tanv = 3/v/3 =
V3 sa till exempel kan vi ta v = 7/3. Sen behdver vi att A2 = A?sin?v +

A% cos?v = 32 + 3 = 12. Eftersom sin(7/3) och cos(r/3) dr positiva maste vi ta
A = /12 = 24/3. Dérfor kan vi skriva om ekvation som

1
2v/3sin(7/3 + x) = 3cos(x) + V3sin(z) = V3 — sin(n/3+z) = 3
Da vet vi att antingen

g—i—x:%—l—ﬂm for ke Z
eller

5
g%—x:%—FZlm for k € Z

sa alla mojliga 16sningar ar

xz—%+2k:7r for k € Z, och ngwkm for k € Z.

3.
(a) Kom ihag att exp(z) > 1 + z for alla € R. Anviind den tillsammans
med andra riknareglar for att visa

1

exp(x) < =%

for x < 1.

(b) Skissa grafen av exponentialfunktionen exp: R — (0, 00).

Solution:
(a) Vivet att exp(—x) > 1 — x och exp(x) > 0 sa
exp(z) exp(—z) > exp(z)(1 — z).
Men exp(z) exp(—z) =1, sa
1> exp(z)(1 — x).

Om z < 1 kan vi delar med 1 — = och far

1
E > eXp(m).



(b) Graphen av exp:

4.

(a) Lat y vara en godtyckligt reellt tal. Visa att ekvationen

har en unik 16sning « € R som ges av z = In(y + /y2 + 1).
(b) Skissa grafen av funktion sinh: R — R som definieras som

e” —€

sinh(z) = 5

for alla x € R.

Solution:
(a) Vi kan skriva om ekvationen som
0=e" -2y —e @ <= 0=e* —2ye” — 1
= 0= (e"—y)?—y*—1
= P +1= (" —y)’

— yxVy2+1l=¢"

Men eftersom e > 0 kan vi inte ha ¥ = y — \/y2 + 1 som &r negativt, sa
et —e”
y=—7 = " =y+Vyi+l = z=h(y+Vy?+1).

(b) Graphen av sinh:




(a) Definiera a” for a > 0 och z € R.

(b) Lat b > 1. Visa att funktionen x — b® dr bijektiv och ge en formel for den
inversa funktionen.

Solution:
(a) a” ;= exp(z1n(a)) f6r a > 0 och z € R.
(b) For givet y € (0,00) vill vi vissa att det finns precis en losning = € R till
y=b":

y="b" <= y=exp(zln®)) < In(y) =zIn() < z =

+
In(b) >0

(Eftersom y = V¥ — x = 112%;; dr o — b® injektiv och eftersom y =

Vo= x = lﬁgg ar x — b® surjektiv, dirfor dr z — b bijektiv.) Formeln

for inversa funktionen dr da y — In(y)/ In(b).




(a) Hitta alla w € C sd att w? = 3 + 4i.

(b) Hitta alla z € C sa att 22 + (2 + 2i)z — 3 — 2i = 0.

Solution:
(a) Sitt w = u+iv for u,v € R. DA dr u? — v? 4+ 2uvi = (u+1v)? = 3+ 4i sa

u? —v? =3 och (1)
2uv = 4. (2)

Men eftersom |w|? = |3 + 4| &r

u? + 02 =32 4+42 =5, (3)

Om vi adderar (1) och (3) far vi att 2u? = 8 och om vi subtraherar (1)
fran (3) far vi att 202 = 2. S&

u==+2 och v==I.

Ekvation (2) séiger att u och v har samma tecken, sa vi har bara tva
moljigheter: v = 2 och v = 1, eller u = —2 och v = —1. Darfor ar
l6sningar w =2+ ¢ och w = -2 — 4.

(b) Vi kan skriva om 22 4+ (2 4+ 2i)z — 3 — 2i = 0 som (z + (1 +14))% = 3 + 4i
sa enligt forsta delen av uppgiften ar

z+(1+d)=2+7 eller z+(1+41i)=-2—1.

Dérfor alla 16sningar &r z = 1 och z = —3 — 2i.

7.

(a) Definiera e for 6 € R.

(b) Bevisa Eulers identitet: ‘
e +1=0.

Solution:
(a) € :=cos@ +isinf for 6 € R.
(b) Eftersom cosm = —1 och sin7m = 0 sa &r

e +1=cosm+isint+1=—-1+3i0+1=0.




