TATA79/TEN2 Omdugga 2, 2015-01-04

Inledande matematisk analys

1. Med hjilp av en bild bevisa Pythagoras sats som ggller for ratvinkliga
trianglar.

Solution: Betrakta en fyrkant med sidorna av lingden a + b. Markera pa
topp sidan en punkt som har lingden a fran vinsterkanten. Gor det samma
pa de tre andra sidorna och rita den fyrkanten som har de fyra punkterna som
hoérnpunkter. Se figur nedan.
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Mittemellan de tva fyrkanterna finns fyra rétvinkliga trianglar som alla har
sidor av ldngderna a, b och c.

Vi kan rikna ut arean av den stora fyrkanten pa tva olika sitt. Det forsta ar
med den vanlig formeln for arean av en fyrkant med sidorna av lingden a+b. Da
ir arean (a +b)2. Det andra siittet dr att addera arean av den mindre fyrkanten
¢ och arean av de fyra trianglarna ab/2. Det vill siga arean &ér ¢ + 4(ab/2).
Eftersom bada uttrycken for arean maste vara lika far vi att
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a® 4+ 2ab+ % = (a +b)? = 2 + 4(ab/2) = ¢ + 2ab.

Det medfor att a? + b2 = 2.

2.

(a) Med hjélp av en bild definiera trigonometriska funktioner cosinus och si-
nus. Skissa graphen av cos: R — R.

(b) Med hjilp av en bild bevisa att
sin(f) < 0

for 0 € [0,7/2].

Solution:

(a) Titta:



(b) Titta:

I bilden langden sin @ ser ut kortare &#n langden 6. For ett béttre bevis,
anvind area.

3.
(a) Definiera funktionen tangens. Glom inte att ge definitionsméngden.
(b) Anvénd

cos(f + ¢) = cosfcosp —sinfsiny och
sin(f 4+ ) = sin 6 cos p + cosfsin

for att visa

tan @ + tan ¢
tan(0 +0) = —
an(6 +6) 1 —tanftanp

for de flesta 6 och ¢. For vilka 6 och ¢ dr likheten odefinierad?



Solution:
Alla fick full poéng pa uppgift 3 pa grund av tryckfel i uppgiften.

(a) Videfinierar tan: D — R enligt tan 8 = (cosf)/(sin@) da D = {00 # 7/2 + kx for nagot k € Z}.
(b) Vi ridknar ut

tan(6 + ) sin(@ + ¢)  sinfcosp + cosfsing tan 6 + tan ¢
an = = =
v cos(f+¢) cosfcosp —sinfsing 1 —tanftanp

om vi antar att varken 6, ¢ eller 6 + ¢ ir lika med 7/2 + km for nagot
k € Z. Annars dr minst ett led odefinierat.

4.

(a) Definiera a® for a > 0 och x € R.

(b) Anviind riknareglar fér den exponentialfunktionen fér att visa a*tY =
a*a¥ for a > 0 och z,y € R.

Solution:
(a) a* :=exp(xzln(a)) f6r a > 0 och x € R.

(b) Vi rdknar ut att

a”a? = exp(zIn(a)) exp(yIn(a)) = exp(zIn(a)+yIn(a)) = exp((z+y)In(a)) = a* 1.

exp(z + y) = exp(z) exp(y)

5. Kom ihag att

0 om n < |z,
(1—1—%)” om n > |zl

exp, (z) = {

(a) Definiera funktionen exp: R — (0, 00).

(b) Visa att exp(z) > 1+ z for alla x € R.

Solution:

(a) Funktionen exp definieras enligt formeln exp(x) := sup,,cn €xp,, ().

(b) Enligt Bernoullis olikhet har vi att
(1+3) 21+ =142
n n
for n > |x| och eftersom exp(z) &r en 6vre begrénsning av vinsterledet dr

exp(z) > 1+ x.




6.
(a) Definiera funktionen In: (0, 00) — R.
(b) For vilka « € R dr

(m2+2x3
In|{ ——

o >ln(;l:+3) ()

definierat? Skriva om () sa att det inhaller hogst en logaritm. For vilka
x € R ar din omskrivning definierad?

Solution:

(a) Funktionen In: (0,00) — R definieras som inversen till exponentialfunk-
tionen.

(b) Uttrycket In (z + 3) &r definierat f6r z > —3. Vi kan skriva om
2 _ _
(T 20 —3\ _ In (x —1)(z+3) (1)
x+7 T+ 7

och kvotet byter tecken (med en linjir faktor) da « = —7, —3 och 1. For
stort x &r alla faktorerna positiva, darfor ar
(z+3)(z—4)
r+1

For att () vara definierat kravs att villkoren i (1) och (2) &r uppfyllda.
Darfor dr (<) definierat for « > 1.

Vi kan skriva om

>0 omaz>leller —7<z< -3 (2)

In (W)ln(z%) =In (W)ln(qu?)) =In ((z D

och kvotet
(z—-1)
(x+7)
byter tecken da x = —7 och 1. Dérfor dr kvotet positivt om x < —7 eller

x > 1, och ( 02 2
z+4)%(z —
w (=)

T+ 7
ar definierat for x < —7 och = > 1.

7.
(a) Definiera e for 6 € R.

(b) Bevisa Eulers identitet: _
e +1=0.

Solution:
(a) € :=cos® +isind for 0 € R.
(b) Eftersom cosm = —1 och sin7 = 0 sa &r

™ +1=cosm+isint+1=—-1+i0+1=0.




