Inledande matematisk analys (TATA79)
Hostterminen 2015
Foreldsnings- och lekionsplan 3

De tre sista foreldsningar och motsvarande lektioner kommer att se ut sa hér. Innan man bérjar att
plugga pa lektionsuppgifter eller inlamningsuppgifter dr det en bra idé att forst ldsa genom motsvarande
avsnitten i foreldsningsanteckningar.

e Repitition Infimum och supremum. Det var klart fran forsta duggan att ganska manga inte har
forstatt begreppen infimum (ocksa kallad for storsta undre begrinsning) och supremum (minsta dvre
begrinsning). Men det ér inget problem eftersom vi har gott om tid for att fosta allt innan dugga 2.
Det &r en viktig del av kursen som vi ska triaffa &nnu ett par ganger till sa det dr en bra idé att passa
pa och ga genom begreppen igen. Hir gar vi genom supremum och ger nagra exempel.

— Definitionen I princip behdver man inte motivera en definition: Den &r nagonting vi kan ta
for givet. Men det &r givetvis avindbart att forsta motivationen bakom definitionen. Da &r det
enklare att komma ihag definitionen och férsta hur &mnet hinger ihop.

Ett tal u € R kallas f6r en supremum till en (icketom) méngd A C R (och skrivs u = sup A) om
tva villkor ar uppfyllde. Den forsta séger att u dr en 6vre begréansning till A:

a < wu for alla a € A. (1)

Den andra séger att varje tal mindre dn u (hir skrivet i formen u — € for positivt £) inte ér en
ovre begrinsning, det vill sdger v &r den minsta 6vre begriansningen som finns:

for varje € > 0 finns det ett a € A sa att u — e < a. 1)

— Exempel Nu gar vi genom ett par exempel. For att visa att ett tal u &r en supremum till en
mingd A maste man visa att bade villkor () och (f) géller for u och A.

1. Visa att supA =3/4da A= {(3n+2)/(4n+5)|n € N}.
Forst vill vi kontrollera att (f) stdmmer. Det betyder att vi maste visa att

3n+2 <§
in+5 " 4

(%)
for alla n € N. Genom att multiplicera med 4(4n + 5) ser vi att den dr ekvivalent med
12n+8=43n+2) <3(4n+5)=12n+15

och den stdmmer for alla n eftersom vi kan stryka 12n ut och 8 < 15 sa () stdmmer for alla

n € N.
Sen vill vi kontrollera att (1) stimmer. Det betyder att for varje € > 0 vi maste hitta nagot
n € N sa att
3 e 3n+2 (3)
4 dn+5

Hér beror valet av n fostas pa e. Genom att multiplicera med 4(4n + 5) ser vi att den dr
ekvivalent med

12n 415 — 4e(4n +5) = 3(4n +5) —4e(dn+5) <4(3n+2) = 12n + 8

och i sin tur dr ekvivalent med
7 < 4e(4dn +5). )

For varje givet € > 0 dr det méljigt att vilja ett n € N sa att (#) giiller — det riicker att
vélja n tillrickligt stort (till exempel, ett naturligt tal storre dn 7/(16¢) ricker). Déarfor har
vi visat att for varje € > 0 finns det nagot n € N sa att (xx) stdmmer.

Eftersom vi har visat att (1) och (}) stimmer med u = 3/4 och A = {(3n+2)/(4n+5) |n € N}
har vi bevisat att sup A = 3/4.

Senast dndrad: 1 december 2015.



2.

Visa att sup A =10 d& A = {7 — 6n — 3n?|n € Z}.
Forst vill vi kontrollera att (1) stdmmer. Det betyder att vi maste visa att

7 —6n—3n? <10 )

for alla n € Z. Men
7—6n—3n%=-3(n+1)2+10<10

sa () stdmmer for alla n € Z
Sen vill vi kontrollera att (1) stimmer. Det betyder att for varje € > 0 vi maste hitta nagot
n € Z sa att

10 — e < 7—6n — 3n%. (9)

Genom att skriva om 7 — 6n — 3n? = —3(n + 1)? + 10 ser vi att den ir ekvivalent med
10—e<-3(n+1)2+10

och i sin tur ar ekvivalent med

3n+1)<e. (W)
For varje givet € > 0 dr det moljigt att vilja ett n € Z sa att (M) giller — det ricker att vilja
n s& att 3(n +1)% = 0, det vill sidiger n = —1 (54 i det hiir fallet &r valet av n det samma for

varje € > 0). Dérfor har vi visat att for varje e > 0 finns det nagot n € Z sa att (O) stdmmer.
Sa vi har bevisat att sup A = 10.

— Observera att sup A maste inte tillhor till médngden A. I exempel 2 var 10 ett element i {7 — 6n —
3n?|n € Z} men i exempel 1 var 4/3 inte ett element i {(3n +2)/(4n +5)|n € N}.

e Foreldsning 6 4.1 Exponentialfunktionen

— Lektion 10 Exponentialfunktionen

1.
2.

L&s genom avsnitt 4.1.

Anta att exp(r) = /2 och exp(y) = V8. Rikna ut (a) exp(x + ), (b) exp(2x) och (c)
exp(2z + 2y).

Forenkla foljande uttryck (dir z,y € R):

exp(22) exp(~) |
(@) = oea—

() (expvzm) exp<y>)‘1_

exp(—z) exp(2y)

4. Om z € R uppfyller exp(2z + 3) = exp(2z) + exp(3) rikna ut mojliga virder for exp(z).

6.

Kom ihag att e := exp(1). Anviinder definitionen (4.3) och sats 4.3 for att visa

1\" 1\ 2
n 2

for alla n € N och i synnerhet 9/4 < e < 4.
For vilket € R dr uttrycket /1 — exp(z) definierat?

— Handledningstillfidlle 9 Réittade uppgifter 2a ges tillbaka

— Lektion 11 (uppdaterad) Mer om exponentialfunktionen

1.

2.

I sats 4.4, del 5 visade vi att exponentialfunktionen dr vixande. Anvinder del 2 av sats 4.4
och sats 4.6 for att visa exponentialfunktionen &r stréngt vixande.

Beviset av del 3 av sats 4.4 var inte komplett. Vi visade att
22
1- L < exp, (@) exp, (1) < 1 (@)

for alla n > |z|.

(a) Visa att beviset kan forbéttras genom att visa
22
1-— Y Y < exp,, () exp,,(—z) < 1. (®)

for alla n och m stérre &n |z|. Har d&r min{n, m} det mindre av n och m.



(b) Betrakta tva foljder (a,)nen och (by)nen som uppfyller
1
1— = <apb, <1 (®)
n

for alla n € N. Visa att
sup(apby,) = 1.

n

(¢) Hitta tva foljder (ay,)nen och (by)nen som uppfyller (®) for alla n € N men ér sa att

(sup an> (sup bn) > 1.

(d) Betrakta tva foljder (an)nen och (by,)nen som uppfyller

1
- < by <1
min{n, m}

<sup an) <sup bn) =1.

Hér (2c) visar att (@) récker inte for att bevisa del 3 av sats 4.4, men (2d) visar att bevisat
kan fixas genom att forbéttra (@) till (©).

3. Forenkla foljande uttryck (déir z,y € R):
exp(z+3) exp(z+2) ,
(a) I:xp(:c2+5§+5) ’

exp(z—2) exp(z+4) 3exp(z—6) exp(z+5)
(b) Sxp(w2+2]w)—7) + erjcp(mg—x—pQQ) :

for alla n,m € N. Visa att

e Foreldsning 7 4.2.1 Den naturliga logaritmfunktionen, 4.2.2 Irrationella potenser, 4.3 Komplexa tal

— Lektion 12 (uppdaterad) Den naturliga logaritmfunktionen och irrationella potenser

1. L&s genom avsnitt 4.2.
2. 2.7, 2.8, 2.9, 2.11 och 2.14 fran Problem for envar.
3. Forenkla foljande uttryck:
(a) exp(In(4) — In(3)) + 2exp(In(3));
(b) exp(In(y/z + 1) + In(y/z — 1)) for > 1; och
(c) 2In(exp(v/z + 1) exp(v/x — 1)) for z € R.
4. (a) For vilka z € R dr

definierat?
(b) For vilka € R ér

VIn(1—z)—In(3—2)

z—1
|
(553)

VIn(z —1) —In(z — 3)

definierat?
(c¢) For vilka € R ér

definierat?
(d) For vilka x € R dr

definierat?
(e) Vilka av uttrycken ovan ér lika?
(f) 2.32, 2.36(b) och 2.37 fran Problem for envar.
5. 2.28, 2.35 och 2.36(a) fran Problem fér envar.

— Lektion 13 Komplexa tal

1. Léas genom avsnitt 4.3 fram till och med avsnitt 4.3.3.



2. 1.66, 1.67, 1.68, 1.69, 1.70 (det vill séiga bevisa del 3 av sats 4.9) fran Problem for envar.
3. 1.71, 1.72, 1.73, 1.78 och 1.79 fran Problem for envar.
4. Visa att Wz = wZz och w + z = W+ Z {or alla w, z € C. (Det vill siiga bevisa delar 1 och 2 av
sats 4.9.)
5. Visa att om P #r ett polynom med reella koefficienter och P(z) = 0 for nagot z € C da &r
P(z) =0.
— Handledningstillfidlle 10 Limna in uppgifter 2b senast den 9:e december

e Foreldsning 8 4.3.4 Komplexa exponentialfunktionen, Sammanfattning av kursen

— Lektion 14 Komplexa exponentialfunktionen

1. L&s genom avsnitt 4.3.4.
2. 2.65, 2.66, 2.67 och 2.70 fran Problem for envar.
3. Hitta alla 16sningar z € C till 2" =1 for (a) n =2, (b) n =06, (¢) n=7, (d) n = =3 och (e)
n = 5. Rita 16sningar till (a), (b) och (¢) i det komplexa planet.
4. Hitta alla 16sningar z € C till 2" =9 for (a) n =2, (b) n=6 och (¢) n=T.
— Handledningstillfidlle 11 Réttade uppgifter 2b ges tillbaka
— Lektion 15 Repetition och fragor
1. Binomial satsen: Ni som har inte ldst Diskret matematik kan gora de foljande uppgifter:

(a) Lés genom avsnitt 2.4.2.
(b) 1.61, 1.62, 1.64 och 1.65 fran Problem for envar.



