TATA79/TEN2 Provdugga 2, 2015-12-14

Inledande matematisk analys

1. Visa att I6sningar = € R till ekvationen x? = 3 #r irrationella.

Solution: Forst vill vi bevisa en hjilpsats:

Om man vet att ett heltal i kvadrat ¢? #r delbart med 3 sa maste ¢ ocksa vara delbart med 3.
1)

Varje heltal ¢ antingen &r delbart med 3 (och kan skrivas som ¢ = 3n f6r nagot

heltal n) eller &r inte delbart med 3 (och kan skrivas antingen som ¢ = 3n + 1

ellerc=3n+2). Omec=3n+1sdérc®=3n+1)2=303n2+2n)+1sic? ir

inte delbart med 3. Om ¢ = 3n+2sd ér ¢> = (3n+2)2 =3(3n2 +6n+1)+1 54

c? ar inte delbart med 3. Di#rfor kan vi dra slutsatsen att om c #r inte delbart

med 3 sd #dr ¢® inte delbart med 3. Det &r kontrapositionen av (1), sa (1) ér

bevisat.

Nu antar vi att ¢ dr rationellt, det vill siiga att ¢ = n/m f6r n,m € Z. Vi
kan ocksa anta att n och m inte har nagon gemensam delare.

Dérav far vi att 3 = ¢ = n?/m? som medfér att 3m? = n?. Sa n? ir delbart
med 3 och enligt (1) &r n delbart med 3 och kan da skrivas som n = 3¢ fér nagot
¢ € Z. Nu kan vi sitta n = 3/ i 3m? = n? och fa 3m? = 9¢? som medfor att
m? = 3¢2. Det innebér att m? #r delbart med 3 och dérfér enligt (1) &r m ocksé
delbart med 3.

Vi har bevisat att bade n och m &r delbara med 3 och det innebér att 3 ar
en gemensam delare till n och m. Det &r en motségelse till att n och m inte har
nagon gemensam delare, darfér ar c¢ inte rationellt.

2.

(a) Med hjilp av en bild definiera trigonometriska funktioner cosinus och si-
nus. Skissa graphen av sin: R — R.

(b) Med hjilp av en bild bevisa att
cos(f + ¢) = cos f cos p — sin @ sin ¢

for @ och ¢ som uppfyller § > 0, ¢ > 0 och 6 + ¢ < 7/2.

Solution:

(a) Titta:



(b) Titta:
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Formeln bevisas genom att observera att langden av rektangels ovansidan
i figuren &r lika med nedansidans ldngd.

3. Kom ihag cosinussatsen:
2 =a® +b* — 2abcosh

dér a, b, c och 0 ges i figuren nedan.
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Anviander cosinussatsen eller en annan metod for att visa

cos (1) = Y2EV2,
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Solution: Betrakta triangeln i figuren med a = b = 2 och 6 = 7 /4. Cosi-
nussatsen siger da att ¢ = 4 + 4 — 8cos(7/4). Vi vet fran den riitvinkliga
triangeln (nedan) med sidorna av lingderna 1, 1 och /2 att cos(m/4) = 1//2,

sé 2 =8— 8/\/§ och ¢ = v/8 — 4v/2. Om vi delar triangeln i tva som figuren
nedan

1 @

%

ser vi att mellersta linjen har lingd /4 — (8 — 4v/2)/4 = /2 4+ /2 och dirfor
ar
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4. Bevisa Bernoullis olikheten: For alla reella tal z > —1 och alla n € N far
man att
(14+2)" >1+nax.



Solution: Vi ger ett induktionsbevis av
(14+2)" >1+nax. (2)

Forst kollar vi vad som hinderdan=1: (1+2)"=(1+4+z) > (14+2)=1+nx
sa (2) stdmmer om n = 1. Sen antar vi att (2) stdmmer fér n = m dir m € N
och betraktar fallet n =m + 1:

(14+2)™ = (14+2)"(1+2) > (1+mz)(1+z) = l+met+a+ma® > 14+ (m+1)z

sa (2) stammer for n = m 4 1 och (2) dr bevisad.

5. Kom ihag att

exp, (z) = 0 om n < |z,
Prld) = (1+2)" ommn > |zl

(a) Definiera funktionen exp: R — (0, c0).

(b) Visa att exp(x) > 1+ « for alla x € R.

Solution:

(a) Funktionen exp definieras enligt formeln exp(x) := sup,,cn €xp,, ().

(b) Enligt Bernoullis olikhet har vi att
n
(1+3) 21+ 2 =140
n n
for n > |z| och eftersom exp &r en dvre begrinsning av vinsterledet dr

exp(z) > 1+ z.

(a) Definiera funktionen In: (0, 00) — R.

(b) Kom ihédg att exp(x + y) = exp(z) exp(y). Visa att In(ab) = In(a) + In(d)
for alla a,b € (0,00).

(c¢) For vilka x € R dr

In (ngf_;m)—kln(x—ki’)) ()

definierat? Skriva om () sa att det inhaller hégst en logaritm. For vilka
x € R &r din omskrivning definierad?

Solution:

(a) Funktionen In: (0,00) — R definieras som inversen till exponentialfunk-
tionen exp: R — (0, c0).



(b) Eftersom exp: R — (0,00) ér bijektiv finns det, for varje positiva a och
b, x,y € R sa att a = exp(x) och b = exp(y) och dérfor dr In(a) = = och
In(b) = y. Vi kan skriva exp(x + y) = exp(z) exp(y) om som

exp(In(a) + In(b)) = ab

In(a) 4+ In(b) = In(exp(In(a) + In(b))) = In(ab)

(c¢) Uttrycket In (z + 3) dr definierat f6r z > —3. Vi kan skriva om

och kvotet byter tecken (med en linjir faktor) da @ = —3, —1 och 4. For
stort x ar alla faktorerna positiva, darfor dr
w>0 omx >4eller -3<z<—1.
z+1
Dirfor dr () definierat for > 4 och —3 < & < —1.

Vi kan skriva om

lncﬁ_x_m)+m@+3%ﬂnCx+$@_®)+m@+3%ﬂn(u+$%x_®>

z+1 z+1 z+1
och kvotet
(z+3)*(z —4)
z+1
byter tecken da £ = —1 och 4 men om x = —3 nar det noll utan att korsa

z-axeln. Dérfor dr kvotet positivt om 4 < z, —3 < x < —1 eller x < —3
och
I ((x+3)2(x - 4))
r+1
ar definierat for 4 < z, -3 <x < —1 och z < —3.

7. Los ekvationen 22 — 6z —3 — 44 =0 f6r z € C.

Solution: Ekvationen kan skrivas som (z—3)? = 12+4i si vi siitter 2—3 = z+iy
och réknar ut
22— y? 4 2y = (2 — 3)? = 12 + 4

som &r ekvivalent med ekvationerna

22 —y?> =12 och
20y =4

och vi ocksd har att 22 +y? = |z +iy|*> = |(z +iy)?| = [12 + 4i| = /144 + 16 =
V160 = 44/10. Dérfor &r

227 = (2% +9?) + (2% —9*) = 4V10 + 12



s& £ = +v/2v10 + 6 och
2% = (2 + %) — (2® —9?) = 4/10 — 12

sa y = +v2v10 — 6. Men ekvationen 2xy = 4 sédger att antingen bade x eller y
ar positiva eller bade x och y &r negativa, dirfor ar

T +iy =+ <\/2x/ﬁ+6+i\/2\E—6>
sa mojliga 16sningar &r z lika med

<3+ 2\@+6) +i/2V10 — 6 eller

(3 2\@+6) —i\/2V10 — 6




