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Inledande matematisk analys

(a) Visa att om n? dr jimnt dir n ér ett heltal d& &r n jimnt.

(b) Visa att 23 &r irrationellt.

Solution:

(a) Det riicker att visa kontrapositionen: "Om n ir ett udda heltal da &r n3

udda.”

Om n &r ett udda heltal kan det skrivas som n = 2k + 1 for nagot heltal
k. Da &r

n® = (2n + 1) = 8k® + 12k* + 6k + 1 = 2(4k” + 6k + 3k) + 1,

3 &r udda.

san

(b) Vi ger ett motségelsebevis. Anta att 23 r rationellt. D& kan vi skriva
23 = n/m dir n och m &r hela tal som har inga gemensamma faktorer.
Det medfor att

3
2= (ﬁ) = m®2=0n°
m

sa n® dr jimnt. Enligt (a) dr n dirfor jimnt sa kan skrivas som n = 2k
for nagot heltal k. Det medfor att

m?2 = (2k)° = m?®2 =8k* = m? = 2(2k?)
s& m?3 #dr ocksa jimnt. Enligt (a) medfor det att m #r jaimnt och dirmed
har n och m en gemensam faktor (mer precis sagt 2 &r en gemensam faktor
av n och m). Det ir ett motsigelse till antagande att n och m hade inga
gemensamma faktorer och dérfar maste 23 maéste vara irrationell.

2.
Med hjilp av dubbelvinkel formler och exakta viirden for cos(w/4) och
sin(m/4) rékna ut exakta virden av cos(m/8) och sin(w/8).

Solution:
Vi har att
cos(260) = 1 — 2sin* @

cos (Z) =1— 2sin? (I
1 2

?

Sa

ol

— =1—2sin

V2



Eftersom sinf > 0 for 0 € (0,7) ar

. -7 _V2-2
2

S (%) 9

Vi har ocksa att
cos(26) = 2cos? — 1

Sa

— \%:2(3082 <7)71
— w(5) - - T

ty cos > 0 for 0 € (—n/2,7/2).

3.
Bevisa Bernoullis olikhet: Fér x > —1 och n € Z, &r

(14+2)" >1+nax.

Papecka steget i beviset didr du anvénder dig av antagandet x > —1.

Solution:
Vi ger ett induktionsbevis. I fallet n =1 &r

A+2)"=(0+a) ' =1+r<1l+lxz=1+nz
sa likheten stammer i fallet n = 1. Nu antar vi att
(1+2)™>14ma.
fér nagot positivt heltal m och rikna

1+2)" " =0+2)"1+2z)>1+mz)1+z)
&
=l4+mez+z+ma?=1+m+Dz+ma?>14+ (m+ 1z

I (%) anvénder vi bade induktionsantagandet och antagandet x > —1.

4.
Kom ihag att exp(z) = sup,,cz, exp,(z) dér

(z) = 0 om n < |zl;
KPnlT) = (1+2)" ommn > |zf.

Anviand Bernoullis olikhet for att visa
exp(z) > 14z

och anvind den tillsammans med riacknereglar for exponentialfunktionen for att
visa

exp(x + h) > exp(x)
for z € R och h > 0.



Solution:
Eftersom exp(x) &r en Gvre begransning av (exp,,(7))nez, vet vi att

exp(x) > (1 + %)n

for n > |z|. Vi tillimpar Bernoullis olikhet med z/n istéllet fér z. Eftersom
n > |z| dr x/n > —1 sa

(1+£> Zl+n£:1+x.
n n

Vi har darfor bevisat att
exp(z) > 1+ z.

Vi kan rdkna att
exp(z + h) = exp(z) exp(h) > exp(z)(1 + k) > exp(z)

for h > 0 eftersom exp(x) > 0 for alla x € R.

5.
Identifiera medelpunkten och radien av cirkeln som ges av 16sningarna z € C
till ekvationen
|z — 3] = V2|z].

Solution:
Vi rikna for z = x + 4y dar x,y € R att
|z— 3] =V2|z| <= |z2-3]?=22]? <= (z—-3)%+ > =222 +?)
—= 22 +6r -9+ =0 <= (+3)* +¢*-18=0
= (z+3)? +y* = (3v2)?

som vi kéinner igen som ekvationen for en cirkel med radien 3v/2 och medelpunkt
(-3,0) (eller —3 4 0i skriven som en punkt i komplexa planen).

6. Betrakta en funktion f: (3,00) — (0,00) definierad enligt uttrycket

2
r—3

fz) =

for alla z € (3,00). Utred med bevis om f dr inverterbar eller inte och i fallet
den &r inverterbar ge inversen.

Solution:
For y > 0 raknar vi att

2 , 2 2 2
= = — %= = r-3=— — =3+ —.
y= f(z) 7 _3 ¥y =73 z Y2 z +y2

For allay > 0 &r 2/y? > 0 och dérfor dr 3+ y% > 3, sa for varje y € (0, 00) finns
det hogst ett = € (3,00) som loser ekvationen y = f(x). Darfor dr f injektiv.



For y > 0 kan vi ocksa rikna att

2 2 , 2 2
r=3+-5 = r-3=— = y’= = y= = f(x).
12 12 T —3 . Lo Tz —3

Dérifran ser vi att y = f(z) har for varje y € (0, 00) minst en 16sning x € (3, 00),
sa f ar surjektiv.

Eftersom f &r surjektiv och injektiv dr den inverterbar. Fran rikningen ovan
ar inversen tydligen

fﬁl(fﬂ) = 3+ P

for alla z € (0, 00).

7.
Betrakta funktionerna sinh: R — R och cosh: R — R som definieras enligt
formler

cosh(z) := ete” och sinh(z) := ce-°
2 2
for alla x € R. Visa att

cosh(2z) = (cosh(z))® + (sinh(z))>.

Solution:
Vi raknar

(cosh(z))? + (sinh(z))? = (& T (" — 7

4
(623; + 2 + 6—27;) + (62.’1: -9 + 6—21’)
N 4
ech +€—2x
B 2
= cosh(2x).




