TATA79/TEN2 Dugga 2, 2017-01-03

Inledande matematisk analys

1.
Ange och bevisa Pythagoras sats.

Solution:

Sats (Pythagoras sats). Betrakta en rétvinklig triangel som har sidor med
langden a, b och c. Anta att sidan mittemot den rita vinkeln har lingden c. Da
ar

a’ + b =%

Bewvis. Betrakta en kvadrat med sidorna av lingden a + b. Markera en punkt
pa toppsidan som har lingden a fran vinsterkanten. Gor det samma pa de tre
andra sidorna och rita en kvadrat som har de fyra punkterna som hérnpunkter.
Se figur 1.

Mittemellan de tva kvadraterna finns fyra ratvinkliga trianglar som alla har
sidor med langderna a, b och c.

Vi kan rikna ut arean av den storst kvadraten pa tva olika sétt. Det forsta
dr med den vanliga formeln fér arean av en kvadrat med sidorna med lingden
a+b. D4 ér arean (a+ b)2. Det andra séttet dr att addera arean av den mindre
kvadraten ¢? och arean av de fyra trianglarna ab/2. Det vill siga arean #r
c? + 4(ab/2). Eftersom bada uttrycken for arean maste vara lika far vi att

a® 4 2ab+b? = (a +b)? = 2 + 4(ab/2) = ¢ + 2ab.

Det medfor att a? + b2 = 2. O
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Figur 1: En kvadrat med sidor av lingden ¢ inom en kvadrat med sidor av
ldingden a + b.

Hitta alla x € R som loser ekvationen

V3 cos(z) + 3sin(z) = V6.



Solution:
Om vi jamfor vinsterledet med

Asin(v 4+ ) = Asin(v) cos(x) + A cos(v) sin(z)
ser vi att det dr hjilpsam att hitta A och v sa att

Asin(v) = V3 och
Acos(v) = 3.

Om vi delar den forsta ekvation ovan med den andra far vi att tanv = /3 /3=
1/4/3 sa till exempel kan vi ta v = 7/6. Sen behover vi att A2 = A%sinv +
A2 cos? v = (v/3)? + 3% = 12. Eftersom sin(7/3) och cos(w/3) #r positiva maste
vita A =12 = 2¢/3. Dirfor kan vi skriva om ekvation som

2V/3sin(n/6 + x) = V3 cos(z) 4 3sin(z) = V6 <= sin(n/6 +z) = \%

Da vet vi att mojliga I6sningar ar

s s ..

och

%—&—xz%—i—%ﬁr for k € Z

sa alla mojliga 16sningar ar

I:%+2kﬂ- for k € Z, och x:%+2k7r for k € Z.

3.

(a) Kom ihdg att exp(z) < 1/(1—z) fér x < 1. Anviind den tillsammans med
andra riknareglar for att visa

a—1

In(a) > -

for alla a > 0.

(b) Skissa grafen av den naturliga logaritmfunktionen In: (0,00) — R.

Solution:

(a) Vi vet att exp(z) < 1/(1 —z) for x < 1 sa vi far ta = In(a) sa linge
a <e. Vifar

1 1 -1
a = exp(In(a)) < . a-,

A=) = 1-1In(a) <

0<;rx<e
Oma >edrln(a) >1och (a—1)/a<1lsaln(a)>1>(a—1)/a.

(b) Graphen av In:



H'z‘.l.n:r

4.
Hitta alla losningar 6 € R till ekvationen cos(26) —3cosf + 2 = 0.

Solution:
Vi kan skriva om cos(26) —3 cos 042 = (cos(20)+1)—3 cos §+1 = 2(cos )2 —
3cosf + 1 sa ekvationen dr ekvivalent med

3 1 1
2
= -2 4+ = —1 - ).
0 (COS 6) 9 COSG D) (0059 ) <0089 2)

Loésningar dr da alla € som uppfyller antingen cos —1 = 0 eller cos —1/2 = 0.
cos—1=0 < cosf=1 <= 0=2kr (ke€Z) och
cosf—1/2=0 << cos@z% = 9:ig+2k7r (keZ).

Sa alla 16sningar &r

0 =2kr (ke€Z) och Gzig—i—%w (k € Z).

5.
(a) Definiera a” for a > 0 och z € R.

(b) Lat b > 1. Visa att funktionen = — b* &r bijektiv och ge en formel f6r den
inversa funktionen.

Solution:
(a) a” :=exp(zln(a)) fér a > 0 och =z € R.

(b) For givet y € (0,00) vill vi vissa att det finns precis en 16sning = € R till
y="b":

y="b" <= y=exp(zln@®)) < In(y) =zIn() < z =

+
In(b) > 0

(Eftersom y = V¥ =— x = 11?127;; ar x — b injektiv och eftersom y =
b — x = EEZ; ar x — b surjektiv, dérfor dr z — b” bijektiv.) Formeln
for inversa funktionen dr da y — In(y)/ In(b).




6.
(a) Hitta alla w € C si att w? = 8 + 6i.

(b) Hitta alla z € C sd att 2% + (2 +4i)z — 11 — 2i = 0.

Solution:
(a) Sétt w = u+iv for u,v € R. DA dr u? — v? 4 2uvi = (u+1v)? = 8 + 6i sa

u? —v? =8 och (1)
2uv = 6. (2)

Men eftersom |w|? = |8 + 6| &r

u? +v? = /82 462 = 10. (3)

Om vi adderar (1) och (3) far vi att 2u? = 18 och om vi subtraherar (1)
fran (3) far vi att 202 = 2. S&

u==+3 och v==l.

Ekvation (2) séger att w och v har samma tecken, sa vi har bara tva
moljigheter: v = 3 och v = 1, eller v = —3 och v = —1. Darfor ar
l6sningar w =341 och w = -3 — 1.

(b) Vi kan skriva om 22 + (24 4i)z — 11 — 2i = 0 som (z + (1+2i))? = 8+ 6i
sa enligt forsta delen av uppgiften ar

z4+(1+4+2i)=3+i eller z+ (1+2i)=-3—1i.

Darfor alla 16sningar dr z = 2 — i och z = —4 — 34.

7. Hitta fem l6sningar z € C till ekvationen 2z° = 32.

Solution:
Vi skriva om 32 som 32 = 32¢°%% och z = re*?. D4 far man att

PP = (re?) = 2% = 32 = 32077,
Likhetens argument maéaste vara lika med varandra och argumenten kan bara
skilja sig med ett heltal hel varv. Dérfor
7" =32 (r>0) och
50 =0+ 2kn (k€ Z).
Sar = (32)/° =2 och 6 = 2kr /5 for k € Z. Dérfor far vi 16sningar z = 2¢2k7/5

for k € Z. Talen z = 2¢27/5 5 olika for till exempel k = 0,1, 2,3, 4: Sa fem
olika losningar z ar

9,2e21/5 9ATi/5 9c6Ti/5 (o) 98TI/5 .




