TATA79/TEN1 Dugga 1, 2019-11-28

Inledande matematisk analys

Betrakta polynomen p: R — R och ¢: R — R som ges av uttrycken

(a) Skissa grafen av g.

(b) Rékna ut resten av p delat med ¢. (Du behover inte rdkna ut eventuella

potenser av 2 som férekommer i ditt svar.)

Solution:

(b) Eftersom resten av p delat med ¢ dr ett polynom av grad hogst 1 &r

resten av formen r(x) = ax + b for reella tal a och b. Enligt satsen om
polynomdivision vet vi att det finns ett polynom k sadant att p(z) =
q(z)k(z) + r(x). Vi kan dven se att ¢(—1) = 0 och ¢(2) = 0. Dérfor &r
27 —1=p(-1) = q(—=1)k(=1) +r(=1) =b—a och
2136 = p(2) = q(2)k(2) +r(2) = 2a +b.

Vi kan losa ekvationsystemet évan och ser att a = (2136—27+1)/3 och b =
(21364276 —2) /3, s& resten ir r(z) = (2136 —275 +1)x/3+ (21364276 —2) /3
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Solution:
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dér vi har anvént oss av formelerna > ,_;1=mnoch Y ;_; k=n(n+1)/2.

3. Avgor med bevis vilken av de f6ljande f6ljder (a, ), som &r vixande eller
avtagande:

__ 3n+1

(a) an === forn € Zy;

n

(b) an = m for n € Z,; och



(c) an:”rzn;f" forn e Z,.

Solution:

(a) Viser att a, =3+ 1/nsa

1 1
n =3 — <3 — = Un
Int1 +n—|—1_ +n “

for alla n € Z; och dérmed &r (a,), avtagande.

(b) Vi kan rékna att a; = 1/3, a2 = 1, a3 = 1 och a4 = 1/3, s& (ayn), &r
varken vixande eller avtagande.
(¢) Viseratt a, =1—2/nsa
2 2

>1— — =
n+17— n n

py1 =1-—

for alla n € Z; och dérmed &r (ay,), vixande.

4.
Vilj en f6ljd (ay,), fran uppgift 3 och utred med bevis vad féljdens minst
ovre begrdnsning sup,, a, &r.

Solution:
Det ricker att svara med en av de foljande exempel.

(a) Eftersom (ay), dr avtagande dr
ap <ap—1 <o <ap =4

och dérmed &r 4 en 6vre begrédnsning.

Betrakta ett godtyckligt tal b < 4. Talet b ar inte en 6vre begrdnsning
eftersom 4 &r ett element i sjdlva foljden, ndmligen 4 = aq, och dérfor
uppfyller elementet a; olikheten b < a;.

Darfor ar sup,, = 4.

(b) Enligt rakningar fran uppgift 3 gissar vi att sup,, a,, = 1.
For att visa det rdknar vi

1

| —3)(n—2)+1>1 —3)(n—2) > 0.
B En g7 S — n-3)(n—-2)+1>1 <= (n-3)(n—2)>0

Sista olikheten #r uppfyllt om och endast om antingen n > 3 och n > 2,
eller n < 3 och n < 2. Darfor ar a,, > 1 om och endast om n > 3 eller
n < 2. Dérfor ér a,, > 1 {for alla n € Z; och 1 &r en 6vre begrinsning av
(an)n-

For att visa det ar det minsta racker det att observera att 1 = aq si for
varje tal b < 1 finns det ett element (ndmligen ay) som &r stérre &n b.
Dirfor dr 1 det minsta dvre begriinsningen av (ay, )y,



()

Vi ser att a, =1 —2/n sa

2
a,=1—-—-<1

3

for allan € Zy, sa 1 &r en 6vre begrénsning av (ay,)n.

For att visa 1 dr det minsta 6vre begrédnsningen vill vi for varje € > 0 visa
att det finns ett n € Z4 sa att 1 — e < ay. Det dr ekvivalent med

2 2 2
l-e<l—= <= e>— <= n>-.
n n 5

Sa om vi véljer ett heltal n > 2/e dr 1 — € < ay,.

Dirmed har vi visat att 1 dr den minsta vre begriisningen av (ay,)p.

5.
(a)
(b)

Ange Pythagoras sats.

Anvind bilden nedan for att ge ett bevis av Pythagoras sats.

Solution:

(a)

Betrakta en ratvinklig triangel som har sidor med lédngden a, b och ¢. Anta
att sidan mittemot den réta vinkeln har lingden c. Da &r

a® + b = (1)

Fyra ritvinkliga trianglar med samma sidoldngder a, b och ¢ (med a <
b < ¢) kan bilda en fyrkant som i figuren ovan. Vi kan riknar ut arean
av fyrkanten pé tva sitt. Fyrkanten har sidolingd c, sd arean &r c?. Men
fyrkanten ar ocksa unionen av fyra trianglar samt en mindre fyrkant, sa
arean ir 43ab + (b — a)?. Dérfor &r

1
02:4§ab—|—(b—a)2 = & =2ab+ (b —2ab+a?) = & =a®+ b2




