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Inledande matematisk analys

1. Marcel Riesz dr matematiker och har bett sin doktorand Lars Hormander
att betrakta foljande systemet av likheter:

z(2x+7)=39 och
x(2¢ —7) = -3.

Lars har skrivit foljande argument i sitt anteckningsbok:

z(2z+7) =39
2z —7)=-3

= 422 =36 = z = —3eller z = 3.

och } = (22 +T7)+2(2x —7)=39-3

(a) Skriv negationen av pastaendet "x(2z + 7) = 39 och z(2z — 7) = —3”.
(b) I fsljande motet skrev Marcel om systemet till det ekvivalenta systemet:

(2x +13)(x —3) =0 och
2z —1)(z—3)=0.
(i) Hitta alla 16sningar « till Marcels system.

(i) Ar ditt svar pa (i) motsigelsefult med vad Lars skrev eller inte?
Motivera ditt svar.

Solution:
(a) "x(2zx 4+ 7) # 39 eller (22 — 7) # =37

(b) (i) Ekvationen (2¢+13)(x—3) = 0 har lésningarna z = 3 och z = —13/2
och ekvationen (22—1)(z—3) = 0 har lésningarna z = 3 och z = 1/2.
Eftersom bada ekvationerna maste géller samtidigt &r z = 3 det édnda
16sningen till hela systemet.

(ii) Nej, det &r inte motsiigelsefult. Lars argument séiga att om x dr en

16sning till systemet 4r x = 3 eller x = —3. I synerhet sa han aldrig
att * = —3 maste vara en losning, och enligt (i) ser vi att det var
den inte.

2. Betrakta funktionen f: [0,00) — [0, 00) definierad enligt formeln

f(:v){ VO—z om0<z<9

3r—24 omzxz>9
(a) Rita grafen av f.

(b) Utred med bevis om f &r inverterbar eller inte.

Solution:

(a)



(b) Vi kan rékna att f(0) =3 = f(9) sa f &r inte injektiv och darfor kan inte
vara inverterbar.
Alternativt kan man argumentera att f &r inte surjektiv: Det finns inget
x € [0,00) som loser f(z) = 0 eftersom for 0 < z < 9 dr f(x) =0 <~
V99— =0 <= =z =9 som iar motséigelsefullt med antagandet 0 < x < 9
och for x > 9édr f(z) =0 < 3x—-24 =0 <= 2z = 8 som ér
motséigelsefullt med antagandet x > 9.

3.
Bevisa att N
k- (n+1)
N 2
k=1
och anvand den for att rikna ut
100
> (4k +3)
k=1

Solution:

(a) Vi ger en induktionsbevis. Vi kontrollerar att likheten stdmmer i fallet

n=1:
Zk_Zk_l
k=1

nn+1)  1(14+1)
22
sa likheten stdmmer i fallet n = 1.

och

Vi antag att likheten stdmmer for n = m fér nagot positivt heltal m och
med hjélp av detta rdknar

m—+1

Zk—Zk-i— (m+1) (m; )—l—(m—l-l):(m—i—l)(%—&-l)
k=1

(m—|—1)((m+1) 1)
2

sa likheten i fallet n = m medfor likheten i fallet n = m + 1.

Enligt induktionsantagandet drar vi slutsatsen att likheten géller for alla
positiva heltal n.

(b) Vi rdknar

100 100
100100 1
Z4k+3 f42k+32174 + )+3x100:20500.
k=




(a) Lat I vara ett intervall. Definiera begreppen vizande och stringt vizande
som kan gélla en funktion f: I — R.

(b) Ange utan bevis vilken eller vilka av foljande funktioner g;: [0,10] - R
(i =1,2,3) ar vixande.

0 () = r—95 om0z <3
GIT) =\ 44 22 om 5 < z < 10.
(ii) go(z) = (x — 5)3 for x € [0,10].

(iii) gs(z) = -5 om0 <z <5
931 =9 2230 om 5 <z < 10.

Solution:

(a) En funktion f: I — R kallas for vizande om x < y medfor att f(x) < f(y)
for alla z,y € I. En funktion f: I — R kallas for stringt vizande om x < y
medfor att f(z) < f(y) for alla z,y € I.

(b) (i) Viaxande.

(ii) Vaxande.
(iii) Ej vixande. (Eftersom till exempel g(4) = —1 > —5 = ¢(5))

(a) Definiera vad det betyder att siiga u € R &r en minsta 6vre begrinsning
till en icketom mingd A C R.

(b) Bevisa att den minsta dvre begrinsning till féljden (b,,)5%; dr 1/2 dér

n—4
2n

by, =

for varje positivt heltal n.

Solution:

(a) Det betyder att

(i) a < w for alla a € A, och
(ii) till varje € > 0 finns det a € A sa att u —e < a.

(b) Forst vill vi kolla att 1/2 dr en 6vre begrénsning av (b,)52 ;. Vi vill visa

att
n—4 1
< —.
2n 2

Men vi har att

n—4

<— n—4<n < —4<0
2n

<

DN =

for alla n € Z, . Eftersom —4 < 0 stdmmer och —4 < 0 = "—714 < % ar

2
1/2 en &vre begriansning till (b,)22



Foér att bevisa 1/2 dr den minsta 6vre begrinsningen till (b,,)5 ; maste
vi visa att varje tal stringt mindre dn 1/2 inte &r en 6vre begrinsning till
()52 . Det ricker att for varje € > 0 hitta ett n sa att

1 <n—4
- — & .
2 2n
Men
L <n_4<:>2 L <n-—4 >4
2 %o "\ "o

Dirfor om vi viiljer n tillriackligt stort, mer precis sagt om vi véljer n > 2/¢,
dr b, > 1/2 — e sa 1/2 — ¢ kan inte vara en 6vre begrinsning till (b,,)52 ;.
Dirfor drar vi slutsatsen att 1/2 dr den minsta évre begrinsningen till

(bn )i




