TATA79/TEN1 Dugga 1, 2018-11-29

Inledande matematisk analys

1. Marcel Riesz dr matematiker och har bett sin doktorand Lars Hormander
att betrakta foljande systemet av likheter:

x(2¢+7)=39 och
x(2x —7) = -3.

Lars har skrivit foljande argument i sitt anteckningsbok:

z(2z+7) =39
x(2e —7)=-3

= 42> =36 = x = —3eller z = 3.

och } — 222+ 7+ 222 —7)=39-3

(a) Skriv kontrapositionen av pastaendet ”Om (22 +7) = 39 och (22 —7) =
—3arx=—3ellerx =3".

(b) Marcel séiger att Lars argument visar att systemet har tva losningar men
Lars séger att det inte racker. Vem har réatt?

(c) Vilka eller vilken av implikationerna i Lars argument ovan kan inte forstérkas
till en ekvivalens?

Solution:
(a) "Om z # —3 och x # 3 &r x(2z + 7) # 39 eller (22 — 7) # —3.”
(b) Lars har ritt.

(c¢) Forsta implikations pil dr inte en ekvivalens.

2. Betrakta funktionen f: [0,00) — [0, 00) definierad enligt formeln

5—x if0<xz<b
f(””_{ 2¢ —5 ifx>5

(a) Rita grafen av f.

(b) Utred med bevis om f &r inverterbar eller inte.

Solution:

(a)

(b) Vi kan rikna att f(0) =5 = f(5) s& f &r inte injektiv och dirfor kan inte
vara inverterbar.
Alternativt kan man argumentera att f &r inte surjektiv: Det finns iget
x € [0,00) som loser f(z) = 0 eftersom fér 0 < z < 5 &r f(r) =0 <
5—x =0 <= z =5 som dr motségelsefullt med antagandet 0 <z < 5
och féor z > 5 édr f(z) =0 <= 20 —5=0 <= z = 5/2 som &r
motsigelsefullt med antagandet = > 5.



Betrakta summan
n 2 k
Sn == 22_k (3) .
k=1
(a) Skriv om summan S, till en summa som innehaller hogst tva termer.

(b) Bevisa att
Sp <2

for alla heltal n > 1.

Solution:

(a) Vi rdkna med hjilp av (A.17) att

5, =3 2 (;)k _ i% (;)“ _ % (11‘_((11//33))") —2(1— (1/3)) = 2-2(1/3)".

k=1 k=1

(b) Enligt rikningen ovan dr S, =2 —2(1/3)" < 2 for alla n > 1.

4.

(a) Lat I vara ett intervall. Definiera begreppen avtagande och stringt avta-
gande som kan gélla en funktion f: I — R.

(b) Antag att f: I — R och g: I — R ir stringt avtagande. Avgor vilka eller
vilket av foljande slutsatser man kan dra:

(i) f+ g &r striangt avtagande;
(ii) fg dr stringt avtagande.

Motivera ditt svar med ett bevis i varje fall.

Solution:

(a) En funktion f: I — R kallas for avtagande om z < y medfor att f(x) >
fly) for alla z,y € I. En funktion f: I — R kallas for stringt avtagande
om z < y medfor att f(z) > f(y) for alla z,y € I.

(b) (i) Man kan dra slutsatsen att f + g dr stringt avtagande. Fran defi-
nitionen att f och g dr stringt avtagande vet vi att z < y —
f(z) > f(y) och g(z) > g(y) for alla z,y € I. Dirfor vet vi att = <

y = (f+9)(x) = f(x) +9(x) > fly) +9(y) = (f + 9)(y) for alla
x,y € I, 84 f + g ar stringt avtagande.

(ii) T allméint &r fg inte stringt avtagande. Till exempel f(z) = g(x) =

—x dr stridngt avtagande pa I := [-5,5] men 2 < 3 och (fg)(2) =
f2)g9(2) =4 % 9= f(3)g(3) = (fg)(3) sa fg dr inte strangt avta-
gande pa I.



(a) Definiera vad det betyder att siiga £ € R &r en storsta undre begrinsning
till en icketom méngd A.

(b) Bevisa att den storsta undre begrénsning till f6ljden (b,,)52; &r 1/3 dér

n=1

n+11

bn =
3n

for varje positivt heltal n.

Solution:

(a) Det betyder att

(i) ¢ < a for alla a € A, och
(ii) till varje € > 0 finns det @ € A sa att £+ > a.

(b) Forst vill vi kolla att 1/3 &r en undre begrénsning av (b, )52 ;. Vi vill visa

att 1 1
n—+ > 2
3n  — 3
Men vi har att
11 1
PR Sl s iz e 1130
3n 3

for alla n € Z; och olikheten 11 > 0 stdmmer. Dérfor dr 1/3 en undre
begransning till (b,,)52
For att bevisa 1/3 dr den storsta undre begrénsningen till (b, )52, maste vi
visa att varje tal striingt storre &n 1/3 inte dr en storsta undre begrénsning

till (b,)5% ;. Det ricker att for varje € > 0 hitta ett n sa att

11 1
nt < - +e.

3n 3

Men

n+11 1 1 11
<-+4e <<= n+ll<|=4¢])3In=n+3ne <= n>—.
3n 3 3 3e

Dérfor om vi véljer n tillrickligt stort, mer precis sagt om vi véljer n >
11/(3e), &r b, < 1/3 + ¢ sa 1/3 + ¢ kan inte vara en storsta undre be-
gransning till (b,,)22 ;.

Dirfor drar vi slutsatsen att 1/3 &r den stérsta undre begrinsningen till
(bn)oz-




