TATA79/TEN1 Dugga 1, 2017-12-02

Inledande matematisk analys

(a) Betrakta pastaendet

”Om man korde fran Linkoping till Stockholm
i mindre &n 1 timme 40 minuter har man brutit ()
mot hastighetsbegréinsningen.”

Ge kontrapositionen av (&). Du maste inte motivera ditt svar.

(b) Betrakta pastaendet
77x Z 677 (‘)
Vilka eller vilken av de foljande pastaenden &r ett tillrickligt villkor for
pastaendet (#). Du maste inte motivera ditt svar.
(1) ”.’I} Z 877
) 771, Z 3”
(iii) " (z +8)(x — 9) = 07
) 7(z—8)(x—9)=0"

Solution:

(a) Kontrapositionen av (&) dr ”Om man brét inte mot hastighetsbegrédnsningen
tog man langre &n 1 timmer 40 minuter att kora fran Linkoping till Stock-
holm”.

(b) (i) och (iv) &r tillréickliga villkor for ()

2. Bevisa att

Z (3k* —k) =n*(n+1)
k=1

for alla positiva heltal n.

Solution:

Vi ger ett induktionsbevis.

Om n = 0 #r vinsterledet Z}C:l(?)kQ +k) =3 x 12 —1 = 2 och hogerledet
ar 12(1 4+ 1) = 2 sa likheten stimmer da.

Nu antar vi att likheten stdammer for n = m och vi betraktar likheten da
n =m + 1. Vi far att

m—+1 m
> BE—k) =) (3k* - Bm+12=(m+1) =m?*(m+1)+ B(m~+1)2 = (m+1))
k=1 k=1

=(m+1)m?+3m+1)—1)=(m+1D(m+1)(m+2)=(m+1*((m+1)+1),

sa vi drar slutsatsen att likheten stdimmer om n = m + 1. Darfor enligt induk-
tionspricipen géller likheten for alla n € N.




3.
(a) Ge definitionen att en icketom mingd A &r uppat begrinsad.
(b) Bevisa att foljden (a,,)$2, &r uppat begrinsad dér

B (n—1)2-9
o (n—1)2

for alla positiva heltal n.

Solution:
(a) Man séiger att mingden A dr uppdt begrinsad om det finns C € R sa att

a<(C forallaacA.

(b) Vi vill hitta ett C' € R sa att a,, < C for alla n > 1. Vi rdknar

—1)2 _ _1)\2 _
B D O (e Vit S 11 .
2+ (n—1)2 2+ (n—1)2 2+ (n—1)2

sa a, < 1 for alla positiva heltal n. Dessutom ér a; = —9/2 < 1. Dérfor
ser vi att a,, < 1 for alla positiva heltal n, och ddrmed &r (a,)22; uppat
begransad.

(a) Lat I vara ett intervall. Definiera begreppen vizande och stringt vizande
som géller for en funktion f: I — R.

(b) Betrakta tva funktioner f: R — R och g: R — R definierad enligt form-
lerna
fl@) =12 och g(z)=(z—4)((x —4)°+2)
for alla z € R.

Under kursens gang har vi ldrt oss att f dr en stringt vixande funktion.
Med hjélp av detta visa att g ar en stringt vixande funktion.

Solution:

(a) En funktion f: I — R kallas for vdzande om z < y medfor att f(x) < f(y)
for alla z,y € I. En funktion f: I — R kallas for stringt vizande om x < y
medfor att f(z) < f(y) for alla z,y € I.

(b) Vi kan skriva om g(z) = (z — 4)((z — 4)? + 2) = (x — 4)® +2(x — 4). Vi
vet att

r<y = zr—-4<y—4 :T> (x—4)°=flz—4) < fly—4) = (y—4)°

f strangt vixande
Déarmed far vi att

x—4<y—4och 2(x —4) < 2(
x<y:‘{<x—4>3y<<y—4>3} {(x—4>3<<y—4>3

Men de tva sista olikheterna far vi addera for att fa g(x) = (x—4)3+2(z—
4) < (y—4)3+2(y—4) = g(y). Déarfor har vi visat x <y = g(x) < g(y)
sa g ar stringt vixande.



(a) Definiera vad det betyder att siiga £ € R &r en storsta undre begrinsning
till en icketom méngd A.

(b) Bevisa att den stérsta undre begrénsningen till foljden (b,,)0% &r 0 dér
on
bp = 55—
" n?+6
for varje positivt heltal n.
Solution:
(a) Det betyder att
(i) £<aforallaa€ A, och
(ii) till varje e > 0 finns det @ € A s att a < £ + ¢.
(b) Forst vill vi kolla att 0 dr en undre begrinsning av (b,)>2 ;. Eftersom

5n >0 och n? +6 > 0 sa &r

5
n2+6

n

o0

och dédrmed &r 0 en undre begrinsning till foljden (b,)52 ;.

Nu betraktar vi ¢ > 0 och raknar

s& om vi vélja n > 5/e da har vi hittat n sa att n§i6 < % <e=0+e.

Da har vi vissat att 0 &r den minsta undre begrinsningen till f6ljden
(bn )z




