TATA79/TEN1 Dugga 1, 2017-11-16

Inledande matematisk analys

Betrakta pastaendet
”Heltalet n &r jimnt delbart med 3”. (&)

(a) Vilka av de foljande pastaende &r negationen av (d)? Du maste inte mo-
tivera ditt svar.

(i) Vi vet inte om heltalet n &r jaimnt delbart med 3 eller inte.”
(ii) ”Heltalet n dr lika med 3k + 1 for nagot heltal k.”

(iii) ”Heltalet n &r antingen lika med 3k +1 eller lika med 3k +2 f6r nagot
heltal k.

(iv) "Heltalet n &r jimnt delbart med 3% for nagot heltal k.”
(b) Bevisa att

"n dr inte jaimnt delbart med 37 = ”n? &r inte jimnt delbart med 3”.

Solution:
(a) Pastaendet (iii) #r negationen av (é).

(b) Om n édr inte jamnt delbart med 3 kan n skrivas antingen som n = 3k + 1
eller n = 3k + 2 for nagot heltal k. I fallet n = 3k + 1 &r

n? = (3k + 1) = 9k + 6k + 1 = 3(3k* + 2k) + 1
som inte &r jamnt delbart med 3. I fallet n = 3k + 2 ar
n? =3k +2)* =9k* + 6k +4 =33k + 2k + 1)+ 1

som inte dr jamnt delbart med 3.

(a) Bevisa att

for reella r # 1 och positiva heltal n.

(b) Férenkla summan

sa att den bestar av hogst tva termer. Du maste inte rdkna ut eventuella
potenser i de tva termerna.



Solution:

(a) Det finns flera metoder. Till exempel siitt

Sp = Z rh=t

k=1

n

Da ér S,41 = S, + 1" och

Spt1=1 +rZ7“k_1 =1+7rS,.
k=1

Daéarfor
S, +r"=1+1rS,

som medfor att

1—r"
Sy = .
" 1—7r
(b) Vi skriver om
53 53
D AB) (=) =48y (—6)*
k=1 k=1
s& vi kan anvinda formeln i (a) med n = 53 och r = —6:

> 1—(—6)% 48  48(—6)%

53
D 4Bk (-2)F ! =48 ];(—6)’“‘1 = 481_7(_6) == -==

(a) Ge definitionen att en icketom mingd A dr uppat begrinsad.

(b) Bevisa att f6ljden (a,)S2, &r uppat begrinsad dér

for alla heltal n > 4.

Solution:
(a) Man séiger att mingden A dr uppdt begrinsad om det finns C € R sa att

a<(C forallaacA.

(b) Vi vill visa att a,, <1 for alla n > 4. Tydligen ér a,, < 1 ekvivalent med
olikheten n? < n! s vi bevisa den istéllet. Vi ger ett induktionsbevis.
Forst kolla vi fallet n = 4: n? = 42 = 16 < 24 = 4! = n!, s olikheten
stdmmer i fallet n = 4.



Nu antar vi att k2 < k! for nagot k och betrakta

(k+1)* = K +2k+1 < kl42k+1 < k!42k+k = k!+3k < kl+klk = k!(k+1) = (k+1)..

T T T
enligt antagandet k>1 k>3

Dérmed har vi bevisat att k* < k! = (k+1)? < (k+ 1)..

Enligt induktionsprincipen ar n? < n! foér alla n > 4 och dérmed ér a, <1
for alla n > 4.

(a) Lat I vara ett intervall. Definiera begreppen avtagande och stringt avta-
gande som géller for en funktion f: I — R.

(b) Betrakta tva funktioner f: I — R och g: I — R. Visa att om [ &r
avtagande och g &r stringt avtagande, da ar f + g strangt avtagande.

Solution:

(a) En funktion f: I — R kallas fér avtagande om x < y medfor att f(zx) >
f(y) for alla z,y € I. En funktion f: I — R kallas for stringt avtagande
om z < y medfor att f(z) > f(y) for alla z,y € I.

(b) Utifran definitionerna vet vi att f(z) > f(y) och g(z) > g(y) for alla
x,y € I sadana att x < y. Dérfor ar

(f+9)(x) = f(x) +g(x) > fy) +9(x) > f(y) +9(y) = (f +9)(y)

for alla x < y, sa f + g &r strangt vixande.

(a) Definiera vad det betyder att siiga u € R dr en minsta évre begrinsning
till en icketom méngd A.

(b) Bevisa att den minsta 6vre begrinsning till f6ljden (b,,)5; dr 1 dér

5n
n?+6

n =

for varje positivt heltal n.

Solution:

(a) Det betyder att

(i) a < wu for alla a € A, och
(i) till varje € > 0 finns det a € A sd att u — e < a.



(b) Forst vill vi kolla att 1 &r en 6vre begrénsning av (b,)52,. Vi vill visa att

nfiﬁ <1 <= 5n<n?+6 < 0<n’—5n+6 <= 0< (n—3)(n—2)
Olikheten 0 < (n — 3)(n — 2) sikert stimmer om n > 3 men vi far dven
kolla det giller om n = 1 och 2. Darfér dr 1 en 6vre begrénsning till
(bn )71

For att bevisa 1 dr den minsta évre begrénsningen till (b,,)22,; maste vi
visa att varje tal stréngt mindre &n 1 inte &r en 6vre begrénsning till

(bn)S . Observera att
5% 2
bp=——=1
R
Darfor, for varje tal 1 —e striangt mindre &n 1 (d.v.s for godtyckliga € > 0)
har vi hittat ett element bs i foljden som uppfyller 1 — e < 1 = by. Dérfor

dr 1 — e inte en 6vre begréansning till (b,)5; och sup,, b, = 1.




