TATA79/TEN1 Dugga 1, 2016-11-26

Inledande matematisk analys

(a) Ge kontrapositionen av pastaendet:
T >5 = 22— Tx+12>27 (%)
(b) Bevisa att pastaendet (&) dr sant.
(c¢) Hitta talet y sa att pastaendet
Ty<x<bh = 22 -Tx+12<2

ar sant. Motivera ditt val av y.

Solution:
(a) Kontrapositionen av (&) &r
" —Tr+12<2 = <5
(b) Vi har att
22T 4+12>2 <= 22 -T2 +10>0 < (z—5)(z—2) >0

sa () dr ekvivalent med

"x>5 = (x—5)(x—2)>0" (1)
Men
r—5>0
r>5 = och = (—=5)(z—-2)>0-(z—2)=0,
r—2>3>0

sa (1) &r bevisat och dérfor sa ar ().
(¢) Som ovan

22T +12<2 <= 22 -T2 +10<0 <= (z—5)(x—2) <0

och

bade z —5<0ochz—-2>0 bade z <5 och x > 2
(x=5)(z—2) <0 <~ eller = eller

bade z —5>0o0ochz—-2<0 bade £ > 5 och z < 2.

Men eftersom vi kan inte ha x > 5 och x < 2 samtidigt ar
22 —Tr4+12<2 <= 2<z<5

sa y = 2.



2.

(a) Bevisa att

n(n+1)
k = -
k=1 2
for n € N.
(b) Rékna ut
10
> (12k +3)
k=1

Solution:

(a) Det finns flera metoder. Till exempel vi kan anvinder induktion: Vi vill

bevisa att
1
Z E— L (2)

for n € N.
I fallet n = 1 kan vi kolla direkt att

n 1
k=) k=1

k=1 k=1

och
nn+1)  1(1+41)
22

sa (2) stammer i fallet n = 1.

=1

Nu antar vi (2) med n = m for nagot m € N och betraktar vinsterledet i
(2) med n=m+ 1:

szr:lk—Zk—i— m 1) (m+1)+(m+1):m(m+1)+2(m+1)
k=1

2 2

(2) 1ncd n=m

(m+1)(m+2) (m+1)((m+1)+1)

2 B 2
som dr hogerledet i (2) med n = m + 1. Sa vi har bevisat att (2) med
n = m medfor (2) med n =m + 1.

Enligt induktion &r (2) bevisad for alla n € N.

(b) Vi kan rékna att

10
> 12k +3) = Zl2k+23—122k+23
k=1 k=1



men Z,tozl k =10(10 +1)/2 fran (a) och

23_3+3+ +3=10-3.
_,_/
10 ganger

Daéarfor ar

10-(10+1)
123k 3=12- 10 - 3 = 660 + 30 = 690.
;?1 +§ 5 - -

3.
(a) Ge definitionen att en icketom méngd A &r uppat begrénsad.

(b) Bevisa att foljden (an)nen dr uppat begrinsad dér a, definieras enligt

uttrycket
1 n+5
ap =
(n+5)!\ 5

for n € N.

Solution:
(a) Man séiger att mingden A dr uppdt begrinsad om det finns C € R sa att

a<C forallaacA.

(b) Vi har att

u 1 n+5\ (n+5) 1
" n+5I\ 5 ) (n+5)5(n+5-5)! 5ln!’
men n! > 1 for allan € N och 5! =120 > 0 sa

1 1 1
< =
5ln! = 5! 120

och dérfor ar a,, < 1/150 for alla n € N. Vi har visat att definitionen
giilller med C' = 1/120 sa (ay,)nenN dr uppat begrinsad.

ap =

4.

(a) Lat I vara ett intervall. Definiera begreppet vizande som giller for en
funktion f: I — R.

(b) Betrakta en funktion f: [0,00) — R som definieras enligt formeln

(5 om z € [0,4);
f(z){ 4 +4 om x € [4,00).

for-alla—a-c{6;00). Visa att f dr viixande.

1
Studenderna meddelades att stryka det hér.



Solution:

(a)

(b)

En funktion f: I — R kallas for vdzande om x < y medfér att f(z) < f(y)
for alla z,y € I.

Observera att f(x) = 5z for alla x € [0, 4]: att det géller for x € [0,4) foljer
direkt fran definitionen av f och om . =4 idr f(z) = f(4) =4-4+4 =
5 -4 = bx. Darfor
0<zr<y<4d = bar<by = f(x) < f(y). (3)
Vi har att f(z) = 4x + 4 {or alla z € [4,00) sa
d<z<y = 4do <4y = do+4<4y+4 = f(z) < fly). 4)

Sista fallet att betrakta dr 0 < x < 4 < y. Men i sa fall kan vi anviinda
(3)och (4):0<2<4 = f(z) < f(4)och4<y = f(4) < f(y) sa

0<z<4<y = f(r)<f4)<f(y). (5)

OmO0<z<ysaidrantingen 0 <z <y<4,4<z<yeller0<zx<4<
y. Déarfor (3), (4) och (5) medfor att f(z) < f(y), sa f &dr vixande.

5.
(a) Definiera vad det betyder att siiga u € R dr en minsta dvre begrinsning
till en icketom méngd A.
(b) Betrakta méngden A = {x € R|x? — 4z + 3 < 0}. Bevisa att sup A = 3.
Solution:
(a) Det betyder att
(i) a < wu for alla a € A, och
(ii) till varje e > 0 finns det a € A sd att u—¢ < a.
(b) Vi kan faktorisera 2% — 4z + 3 = (x — 1)(z — 3) sa

A={zcR|2* —4r+3 <0} ={zcR|(z—1)(z — 3) < 0}.

Olikheten (z — 1)(x — 3) < 0 géller om och endast om

r—1<0ochx—3>0, r < 1och x> 3,
eller <= eller
z—1>0o0chxz—-3<0 z>1lochz<3

Men & < 1 och z > 3 kan inte géller samtidigt, sa
A={zeR|l<x<3}=(13).

Darfor ar « < 3 for alla € A och 3 &r da en 6vre begransning (d.v.s (i)
uppfylles).



Nu vill vi till varje e > 0 hittaett a € Asaatt 3—e <a. Om 0 <e <2
ir 1 <3 —e < 3saom viviljer a = 3 — /2 till exempel, sa har vi att

1<3—-e<3—-¢/2=a<3

sd a € A och 3 — ¢ < a. Det vill séiga (ii) uppfylles.
Om e > 2 har vi att 3 — e <1 < 3 sa vi kan vilja a = 2, till exempel. Da
ar
3—e<1<2=a<3
sd a € A och 3 — e < a. Det vill séga (ii) uppfylles.
Da har vi visat att (i) och (ii) uppfylles med u = 3, sa sup A = 3.




