TATA79/TEN3 Tentamen, 2020-08-18

Inledande matematisk analys

1. Lat a,b € R och a > 1 vara konstanter.

(a) Visa att ett z € C lyder
|z —a —ib| = a|z]
om och endast om
) () )
o2 —1 Y a2—-1)  (a2-1)2

dir z =z 4y for z,y € R.

(b) Beskriv geometriskt méngden av alla losningar z € C till |z—a—ib| = «|z|.

Solution:
(a) Vi réknar
|z — a — ib| = «|z|
= (z—a)®+ (z—b)? =a?@* +y?)

= (@® =12 +2ax —a* + (a® = 1)y* +2yb—b* =0
2

2 2
9 a a 9 9 b b
1 _ _ _ _
—= (a )(x+a2_1> e a® + (« 1)(y+a2_1) =
Y (e ) )
a? -1 a?—1 (a2 = 1)2

(b) Méngden av 1osningar #r en cirkel i (den komplexa) planet med medel-

a - b : ava?+b?
punkten ;- + i7—— och radian az=1) -

<= (:C+

2. Betrakta talen

a =

1++5 1-+5
5 och b= 5

(a) Verifiera att bade = a och x = b &r 19sningar till ekvationen

142z =22

(b) Fibbonaccis talfoljd (F},), ér en fojld som ér definierad rekursivt enligt

F =1,
Fy=1 och
F,=F, 1+ F,_o forn>2.
Visa att .
a’l’L ‘s
Fn =
a—>b

for allan € Z,.



Solution:

(a) Virdknar att om x = a dr

L1EVE 345

1 =1
+x 5 5

och

sa r = a ar en losning.

Vi kan ocksa rikna att om x = b ar

1— _
l1+xz=1+ 2\/5232\/5

och

sa x = b dr en l6sning.

(b) Vi siitter
a” — b
Gp = 1
p— (1)
sa vi behover visa att F,, = G, for allan € Z.

Vi ser direkt att

och, med hjilpa av (a), att

G _a?—=bv* (1+a)—(1+b) a-b
2T a0 a—2>b Ca—-b

sa F1 = G och Fy = Gs.

For att visa F,, = GG, for andra n ricker det att visa G,, = Gpo—1 + Gp_2
for da uppfyller G,, samma definition som F,, (eller man kan ténker att
det #r ett induktionsbevis). Aterigen med hjélp av (a) &r

1

n—1 n—1 n—2 n—2
Gn_1+Gn_2:a a—z +a a—z
Ca"2(a+1)—b"2(b+1)
B a—>
_a"2a? — b2
N a—2>b
a® — bn)
T Ta—b G-

Dérmed have vi visat att F,, = G,, for allan € Z .



3.

Nedan finns en bild av en punkt A med koordinaterna (cosf,sinf) dér

6 € [0,7/2] och en del av enhetscirkeln med medelpunkt i origo.

(a)
(b)

Y

sin 0

Y

Vad &r h uttryckt i 87 Motivera ditt svar.

Med stod fran bilden bevisa olikheterna
sinf <6 < tanf

for 6 € [0,7/2].

Solution:

(a)

Betrakta rdatvinkliga triangeln 77 med hypotenusen fran A till origo och
en katet pa z-axeln och den andra parallela med y-axeln. Kateterna har
lingderna cosf och sinf. Om vi forstorar triangeln sa att kateten med
lingd cos @ blir langd 1 blir de tva andra sidolingderna multiplicerad med
1/ cos 8. Eftersom andra kateten hade lingd sin @ har den forstorade tri-
angeln en katet av lingd sin/ cos@ = tan@. I bilden ser vi (mojligtvis en
forfyttning av) den forstorde triangel T5 med en katet lings z-axeln och
den andra som den utsokta lingden h. Darfor ar h = tan 6.

Betrakta triangeln 75 vi diskuterade ovan. Det finns &ven en kil K med
sin spets i origo och den avrundade kanten fran z-axeln till A med léingd
0. K ar en delméngd av T). Triangel T3 med hérnpunkter i origo, A och
skarningspunkt mellan kilans avrundade kant och z-axeln &r en delméngd
av K. Dérfor ar

T3] < [K| < |13
sa
sinf 6 _ tanf
<<
2 — 27 2
och dérfor sind < 6 < tan 6 for 6 € [0, 7/2]



4.

Kom ihag att

{ 0 om n < |z,
exp,, () =

(1+ %)n om n > |z,

for positiva heltal n och = € R.

(a)
(b)

()

Definiera exponentialfunktionen exp: R — R och talel e.

Visa att
1

exp, (z) < exp(z) < m

om n > |z|.

Anviind (b) for att visa

n n+1
(n+1) §e§(n+1>
n n

for alla n > 3.

Solution:

(a)
(b)

exp(z) = sup,cz, exp, () for alla x € R och e = exp(1).

Eftersom exp(z) = sup,,cz, exp,(z) dr exp(z) en over begrénsning av
(exp,, (7)), sa dr

exp,, (z) < exp(z) (2)
for alla z € R ochn € Z,.

Eftersom (2) giller for alla x € R kan vi sitta —x in istéllet for « och far

1 1
exp, (—z) < exp(—z) = exp(—) = exp,,(—) ?

for n > |z|, eftersom i sa fall &r exp,,(x) > 0.
Dirfor ger (2) och (3) att
1

1
exp, (1) < exple) = Sy € oo @

Om vi sétter = 1 och definitionen av exp,, in i forsta olikhet i (4) for vi

" ("“)n: <1+Tll>n=expn(1)<exp(1):e

n

for n > 2. Om vi sétter z = 1 och definitionen av exp,, in i sista olikhet i

(4) far vi att
1 n "
= < —
=en) < ooty = ()




for n > 2, sa

n+1
o< (n + 1)
n
for n > 3. Allihop da ar

n n+1
(n+1> Seg(n—l—l)
n n

for n > 3.

5.
I foregaende tentan (2020-03-19) réknade vi att

(1) W2+ V2+V2
cos 15 S T
Med hjélp av det rikna ut exakta virden av cos(m/32) och sin(mw/32).

Solution:
Vi har att
cos(20) = 1 — 2sin* 0

sS4

cos (116) =1 — 2sin? (%)

24242
VZHVZHVE e (%)
2 32

Eftersom sin# > 0 for 6 € (0, 7) &r
- | VEREVREy \/2\/2+\/2+\@
s (33) - 2 - 2

Vi har ocksa att

cos(26) = 2cos? 6 — 1

cos (116) = 2 cos? (312) -1

sa,

24+v2+2
= f=2cos2<3%>—l

. 14 V2rveeva \/2+\/2+\/2+\/§
2COS(:)E): 5 - 9

ty cos@ > 0 for 0 € (—n/2,7/2).




Anvénd trigonometriska likheterna

cos(f + ¢) = cosf cosp — sinfsin v,
sin(f + ) = sinf cos ¢ + cosfsing
och
sin?@ + cos? 6 = 1

(0, € R) for att visa
cos3 0 — cos(36) 2— 3cosf

for alla 0 € R.

Solution:
Man kan réckna ut att
cos(30) = cos(20 + 6) = cos(26) cos § — sin(26) sin 6
= cos(6 + 6) cos @ — sin(f + 0) sin 6
= (cosf cosf — sin @ sinh) cos @ — (sin b cos§ + cosfsin f) sin 6
= cos®f — 3cosfsin?f = cos® § — 3cos (1 — cos 0)

=4cos®0 — 3cosb

Och dérfor ar
cos(36) + 3cos b

3
0:
cos 1
for alla 0 € R.
7.
For vilka z € R ar
22 +2x -3
n| — | =1
n( e ) n(zx+3) ()

definierat? Skriva om ($) sa att det inhaller hogst en logaritm. For vilka z € R
ar din omskrivning definierad?

Solution:

For att ({) ska vara definierat maste bade termerna i (<)) vara definiera-
de. Den naturliga logaritm funktionen &r definierade pa positiva reella tal sa
uttrycket In (x + 3) &r definierat for > —3. Vi kan skriva om

In (%) =In (W) (5)

och kvotet byter tecken (med en linjér faktor) da = —7, —3 och 1. For stort

x &r alla faktorerna positiva, darfor ar
3)(x—4
EFI@ =D ) oy > 1 eller -7 < 3 < -3, (6)

z+1

For att () ska vara definierat kraver dérfor att villkoret i (5) &r uppfyllt och
x > —3. Darfor ar () definierat for x > 1.



Vi kan skriva om

i

och

22 +2x—3

z+7

kvotet

)—ln(m—i—?)):ln(

(x —1)(x+3)
x+7

(z—1)

(x+7)

ar positivt om z < —7 eller x > 1, sa

(D)

ar definierat for x < —7 och z > 1.

)—ln(ﬂc+3):ln




