TATA79/TEN3 Tentamen, 2020-03-19

Inledande matematisk analys

1. Lat a,b € R och a > 1 vara konstanter.

(a) Visa att ett z € C lyder
|z — a —ib| = afz|
om och endast om
n a 2 (us b 2 a2 (a2 + b2)
x = 7
a?—1 YT ar 1 (a2 —1)2

diar z =z + 4y for z,y € R.

(b) Beskriv geometriskt méngden av alla 16sningar z € C till |z—a—1ib| = az|.

Solution:
(a) Vi réknar
|z —a —ib| = az]
= (z—a)’+ (x—b)? =@ +¢%)
— (o = 1)z +2ax —a® + (a* — 1)y* +2yb—b* =0

2 2
= (@®-1)(z+ a - o —a®+(@*=1)(y+ b - s
a?—1 a? -1 Y a?

a \’ b \>  a?(a®+10?)
— "teo1) T\Wteo1) T (a2 —1)2

(b) Méngden av 1osningar #r en cirkel i (den komplexa) planet med medel-

. b . a,/a2+b2
+ i7—>z och radian aZ=1)

a

punkten =

2. Bevisa att

for varje positivt heltal n.

Solution: Vi ger en induktionsbevis. Vi kan kontrollera direkt att

21:‘3*1—712(1“)2
2 =TTy
7=1

sa () #r sant nir n = 1.
For att visa induktionssteget antar vi att

3 mA(m+1)?
s it e
=1



och riaknar att

m+1 m
2 =2 i+ a1y
j=1 j=1
2 1 2
:Ti%ilnﬂm+ns
(m+ 1)?

= (m*+4(m + 1))

(m +1)*(m +2)?
4 )

som &r (3) med n = m + 1, si induktionssteget #r bevisat.
Enligt induktionsprincipen ér ((3) bevisat for alla n € Z .

3. Betrakta méangden
P={(z,y) e R*|0<y<a2’®och0<x<h}.
(a) Skissa méngden P.

(b) Bevisa genom ldmpliga uppskattningar med enkla méingder att arean |P|
av P ir h*/4. Formeln (03) kan vara till nytta. Om du behover rikna ut
en supremum eller infimum, riacker det med en kort férklaring och inget
bevis av just detta steg krévs.

Solution:

Man kan underskatta méngden P med méngden FE, som &r unionen av
n — 1 icke 6verlappande rektangulira méngder [hj/n, h(j+1)/n) x [0, (hj/n)?)
(j =1,...,n—1). Se figuren nedan. Eftersom E,, C P &r |E,| < |P|. Vi kan
riakna

n—1 N\ 3 n—1
h (hy h* . hrn?(n—12 Rt Rt /1 1 ht ht
'E”:Z<> S e T e ) 2 T
jzln n n = (&)n n n n

Vi kan ocksa overskatta méngden P med méingden F, som &r unionen av n
icke 6verlappande rektangulira mingder [h(j — 1)/n, hj/n) x [0, (hj/n)?) (j =
1,...,n). Se figuren nedan. Eftersom F,, O P ér |F,| > |P|. Vi kan riikkna

n N\ 3 4 n 4 .2 2 4 4 4 4

h [ hj h ) h*n“(n+1 h* h* (1 1 h* h
|Fnzz<> U o U : ) :4+<2+4 >§4+.
sn\n ntegt on n n n

Vi vet darfor att

ht ht o pt
sup ( - n) < sup|B,| < |P| < inf |F,| < inf (4 ; n)

men det siger att h*/4 < |P| < h*/4, 54 |P| = h*/4.




4.
Ge ett fullstdndigt bevis av likheten

exp(z) exp(—z) = 1.

Anvind girna beviset av sats F.4 som finns i féreldsningsanteckningar som stod.
Det duger inte att rakt av kopiera det utan du maste skriva det med dina egna
ord for att visa att du forstar det du gor.

Solution:
Det dr ju del 3 av sats F.4, men ni behover redovisa det med egna ord.

5.
Vi har réknat i dugga 2 (2020-01-14) att

2++2

cos(m/8) = 5

Med hjélp av det rikna ut exakta virden av cos(m/16) och sin(mw/16).

Solution:
Vi har att
cos(20) = 1 — 2sin® 0

sS4

Vi har ocksa att

Sa

cos (z) = 2 cos> (1> -1
8 16

=

7T
T2
_ 1t Ve _ 2+ 2+
— COS 16 B

ty cos@ > 0 for § € (—n/2,7/2).




6.
Definiera en foljd rekursivt (an)nez, genom reglerna

a1:\/§ och apy1 =vV2+ ay.

for varje n € Z,. Visa att (an)nez, dr vixande och uppatbegrénsad. (Tips:
Jamfor med uppgift 5.)

Solution: Definiera b, = 2cos(27""!7) fér varje n € Z,. Observera att b; =
2 cos(m/4) = /2 och fran dubbelvinkel formeln far vi att

cos(27" ) = 2cos?(27" 7 21) — 1 = 2co0s(27" " 21) = /2 4 2cos(2"17)

- bn+1: \/2+bna

eftersom —7/2 < 2777271 < 7/2, 84 (b,), lyder samma regler som definierar
(an)n och dérmed dr a, = b, for alla n € Z.
Eftersom cosinus dr uppatbegrinsad och avtagande pa intervallet [0, 7] dr
(by)n véixande och uppatbegrénsad. Dérfor ér dven (ay)nez, vixande och uppatbegréinsad.

7. Betrakta en punkt (z,y) i planet som ligger pa en cirkel med radien r > 0
och medel punkt i origo. Det innebér da att z2 +y? = r2. Lat y > 0, och # och
¢ vara vinklarna i bilden nedan. Visa att cos(8 + ¢) = 0 for alla (z, y).

[yrb-)
e
¥
Grod te,00
Solution: Vi kan direkt se att
cosf = $, sinf = x_—i—ry
y? + (x4 1)? VY2 + (x+7)?

cosp = Y och singp = i

Darfor kan vi rakna

cos(f + ¢) = cos(#) cos(p) — sin(f) sin(p)
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