TATA79/TEN3 Tentamen, 2019-08-20

Inledande matematisk analys

En pythagoreisk trippel dr tre positiva heltal x, y och z som uppfyller ekva-
tionen x? + y? = 22. Visa att minst ett tal i en pythagoreisk trippel méaste vara
jamnt.

Solution:
Vi ger ett motsdgelsebevis: Vi antar att alla x, y och z &r udda, sa vi kan
skriva
r=2n+1, y=2m+1 och z=2(+1

for hela tal n, m och £. Substitution i ekvationen 0 = x2 + y? — 22 ger att
0=2n+1)2+C2m+1)? - (20+1)? =220 +n+2m* +m —20 — ) + 1

sa vi kan dra slutsatsen att 0 &r ett udda tal. Eftersom det dr falskt vet vi att
alla x, y och z inte kan vara udda.

2.
(a) Visa att

E aj+1 - a] =0an4+1 — a1

for givna tal aq,...,an4+1 och positivt heltal n.

(b) Anvénd formler och regler fér summor du kénner till {6r att visa

Z((]—i—l - 5°) —SZ] n+1)+n

j=1
for alla positiva heltal n.

(¢) Anvind bade (a) och (b) for att visa

Z o _ 2n3 +3n +n

for alla positiva heltal n.

Solution:

(a) Vi ger ett induktionsbevis av

n

Y (@541 =) = ans1 —a (1)

j=1

Vi kan kontrollera direkt att

—

Z(%‘H —aj) =a141 — @
j=1



sa (1) stdmmer f6r n = 1. Nu antar vi att (1) stimmer for n = m didr m
Ar nagot givet positivt heltal. Vi betrakta

m+1

+

FalNg

m
(a1 —az) =D (a1 = a5) + (@mt2 — 1)
J Jj=1

A1 — 1) + (@mt2 — Qmg1) = Qg2 — a1

s4 (1) med n = m medfér (1) med n = m + 1. Enligt induktionsprincipen
dr (1) bevisat for alla positiva tal n.

(b) Vi riknar

3
3

(G+1)°*=5%) =) ((>+357+3j+1)—j°)

j=1 j=1

=> (3% +3j+1) 2332+Z3J+21
Jj=1 j=1

=3 ]2+3Zj+n:32]2 3 (n2+1) n
Jj=1 J=1 J=1

S(G+1P-5) =(m+17° -1

Avgor med bevis vilka x € R lyder olikheten

22 — 4z +4 < 5z — 10.

Solution:



Vi raknar

22— 4dr+4<52—-10 <= 2> -9z +14 <0 <
(x=2)(xz—T7T)<0 <= x>2o0chz<T.

Dérfor x € R lyder olikheten 22 —4x+4 < 5z—10 om och endast om 2 < z < 7.

4.
Anviand rékneregler och olikheter for exponentialfunktionen for visa
| < exp(h) —1 < 1
- h ~1-h
for 0 < h < 1.

Solution: Vi kan anvinda olikhet 2 i sats F.4 {or att visa

exp(h)—lZ 1—|—h—1:1
h h

eftersom A > 0. Och dven olikhet 4 1 sats F.4 for att visa

1-(1-h)
exp(h)—1< 1ih*17 ( 1-h _1) 1

h h h 1-nh

eftersom 0 < h < 1.




(a) Anvind likheten
cos(f + @) = cosfcosp —sinfsing (0,0 € R)

och trigonometriska ettan for att visa

1 — cos(20)

.2
9:
S111 B)

for alla 6 € R.
(b) Hitta alla § € R sadana att 1 4 cos(26) + 3sinf = 0.

Solution:
(a)
c0s(26) = cos(§+6) = cosf cos —sin fsin § = cos® f —sin?§ = 1 —2sin*§
darfor &r

1 — cos(26)

.2
0:
S D)

for alla 8 € R.
(b) Vi riknar
0 =14cos(20)+3sinf = 14 (1 —2sin® §) +3sinf = —2sin® O+ 3sin  +2

sa ekvationen ar ekvivalent med

0 = 2(sin®#—3/2sin 0—1) = 2((sin §—3/4)>—~9/16—1) = 2((sin #—3/4)*~25/16)

som i sin tur ar ekvivalent med

sinf = 3/4 +5/4.

Sa antingen dr sind = 2 eller sinf = —1/2. Eftersom det finns inga
16sningar till sin @ = 2 alla 16sningar till ekvationen &r precis losningarna
till sin® = —1/2. Dérfor 1osningarna dr

0 = —57/6 + 2km, —7/6 + 2k

for alla k € Z.

Avgor med bevis om funktionen g: R — R definierad enligt formeln

x

g(z) =4e” —e”

ar inverterbar eller inte.



Solution:

Vi raknar
y=4e* —e "
= 0=4e> —ye” — 1
y\2 y?
- 290*7) 1L
— (e 1 16
2 2
Yy Yy
1 f:(wff)
— +16 [ 1
y? . Y
/14 =27 =2
<— +16 [ 1
<:>e””:gjz1 1+£
8 2 16°

Eftersom e” &r alltid positivt och /1 + % > Y4 dr

e Y, 1 y?
= — — 1 —_
=gtV TG

den dnda mojligheten. Déarfor ar y = 4e” — e~® om och endast om

y 1 y?
—m(Z+21+L
. n<8+2 +16>’

och dédrmed ar g inverterbar.

7.
Kom ihag att absolutbeloppet av ett reellt tal x ar

X om z > 0;
|z| =
—x om x < 0.

(a) Definiera absolutbeloppet |z| av ett komplext tal z och visa att den stdmmer
overens med definitionen for reella tal i fallet imaginédrdelen av z &r noll.

(b) Visa att |zw| = |z||w| for alla komplexa tal z och w.

Solution:

(a) |2] := Va2 +y? dir z = x + iy for reella tal  och y. Om imaginédrdelen
av z dr noll &ir z = z och |z| = Va2 + 02 = Va2 T fallet z > 0 éir Va2 =z
och om z < 0 dr V22 = —x, s& det stdimmer 6verens med definitionen for
reella tal.

(b) Anta att z = z + iy och w = u + iv for z,y,u,v € R. Da &r

zw = (z +iy)(u + ) = (zu — yv) + i(zv + yu)



sa
lzw|? = (zu — yv)? + (2v + yu)? = 22u® + y*v? + 220? + yu?
= (2% +¢*)(u® +07) = |2*|w]?

som medfér att |zw| = |z||w| eftersom absolutbeloppet av ett tal dr aldrig
negativt.




