TATA79/TEN3 Tentamen, 2019-04-26

Inledande matematisk analys

1.

Lotta och Erik spelar ett tarningsspel. De turas om att kasta en sexsidig
tdrning och summerar alla siffrorna de far. Man slutar spela nédr en spelare
far en siffra som leder till en summa som inte &r ett primtal. Den spelare som
kastade térningen sist vinner.

Till exempel, i ett spel borjade Lotta och fick en femma, sen fick Erik en
sexa, sen fick Lotta en tvaa, och sist fick Erik en trea. Bendmn summan efter k
kast Si. Eftersom S; =5, So =546 =11 och S3 =546+ 2 = 13 &r primtal,
medan Sy =5+ 6+ 2+ 3 = 16 &r inte ett primtal var spelet slut efter fyra kast
och Erik vann.

Hér dr en lista 6ver de forsta 40 primtal.

2 3 5 7 11 3 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 8 8 97 101 103 107 109 113
127 131 137 139 149 151 157 163 167 173

Finns det en 6vre begrénsning fér hur stor summan Sj, kan vara eller inte?
Motivera ditt svar.

Solution: Ja. Summan kan 6ka hogst 6 i varje térningskast, sa for att Sy ska
vara lika med N utan att spelat har slutat kriavs att det finns minst ett primtal
i varje méngd {n — 5,n —4,n — 3,n — 2,n — 1,n} av 6 konsekutiva heltal for
varje n < N. Men det finns inget primtal i méngden {90,91,92,93,94, 95}, sa
spelet maste sluta med Sy < 95.

2. Rakna ut
30
2(411 +5).
n=4
Solution:
Vi raknar
30 27 27 27
D (An+5)=> (4n+3)+5)=> (@n+17)=4 <Zn> +17 x 27
n=4 n=1 n=1 n=1
2 2
4( 7; 8> £17 x 27 = 1512 + 459 — 1971.
3.

Vissa att funktionen f: (—o0,4] — [—4, c0) definierad enligt formeln
f(x):=2® -8z +12 for alla x € (—o0, 4]

ar bijektiv. Ge inversen till f.

Solution:
For varje y € [—4, 00) vill vi visa att det finns precis en l6sning « € (—o0, 4]
till ekvationen y = f(x).



Vi raknar

y=f(z) <= y=2" -8 +12 <= y=(r—-4)° -4 = y+4=(z—4)>~
Eftersom y € [—4,00) kan vi ta roten ur bade sidor och far +/y +4 = = — 4.
Dérfor &r = 4 + /y +4 och vi har hittat tva kandidater till en losningar
(och bara en i fallet y = —4). Diremot dr bara en av de tva, det vill siiga
x=4—+/y+41iintervallet (—oo,4], sa f dr injektiv.

Funktionen f &r dven surjektiv, eftersom

fA—Vy+4)=d—Vy+4>-84—\Jy+4) +12=y

for varje y € [—4,00). Diarmed &r f bijektiv.
Inversen ges av formeln f~1(x) =4 — /z + 4 for alla y € [—4, ).

4. Bevisa Bernoullis olikhet. Det vill sdga, bevisa att
1+2)">1+nx
for alla > —1 och n € Z,. Anvand den for att visa
exp(z) > 14z

for alla x € R.

Solution:
Se sats F'.1 och sats F.4.

5. Hitta alla losningar 6 € R till ekvationen

V3 =2—4sin%0.

Solution: Vi rdknar

V3=2—14sin%0
— V3=2-2(1 — cos(20))

T
Dubbla vinklar formler

— V3 =2cos(20)
— 29:i%+21m for k € Z.

— G:i%—f—kw for k € Z.

Avgor med bevis om funktionen g: R — R definierad enligt formeln

g(z) =4e” —e”

ar inverterbar eller inte.



Solution:

Vi raknar
y=4e* —e "
= 0=4e> —ye” — 1
y\2 y?
- 290*7) 1L
— (e 1 16
2 2
Yy Yy
1 f:(wff)
— +16 [ 1
y? . Y
/14 =27 =2
<— +16 [ 1
:»ew:gil 1+£
8 2 16°

Eftersom e” #r altid positivt och /1 + 11’—2 > 4 dr

e Y, 1 y?
= — — 1 —_
=gtV TG

den dnda mojligheten. Déarfor ar y = 4e” — e~® om och endast om

y 1 y?
—m(Z+21+L
. n<8+2 +16>’

och dédrmed ar g inverterbar.

7.

(a) For ett komplext tal z definiera absolutbeloppet |z| och konjugatet Z.
(b) Hitta alla z € C som lyder ekvationen |z — 2| = |z — 2i| = V/10.

Solution:

(a) For ett komplext tal z = = + iy dir z,y € R &r absolutbellopet |z| =
/22 + y2 och konjugatet Z = x — 1y.

(b) For z = x+iy med z,y € R kan vi skriva om férsta likheten till (z —2)% +
y? = 22 + (y — 2)? som &r ekvivalent med x = y. Med hjilp av detta kan
andra likheten skrivas om till 10 = 22 +(y—2)? = 22 +(2—2)? = 22* —4z+4
som har losningar x = y = —1 och « = y = 3. Losningarna drda z = —1—1
och z =3 + 3i.




