TATA79/TEN3 Tentamen, 2018-08-21

Inledande matematisk analys

Utred med bevis vilket eller vilka av f6ljande pastaenden dr sana:
(a) Om n delat med 7 har rest 3 da har n? delat med 7 rest 2;
(b) (x+1)(x—3)<0omzx > —1;
(¢) Om (z —4)(z —8) <0édrx<9.

Solution:

(a) Om n delat med 7 har rest 3 kan vi skriva n = 7¢ + 3 for nagot positivt
heltal q. Dérfor #r n? = 49¢% + 42¢ + 9 = 7(7¢*> + 6q + 1) + 2, sa n? delat
med 7 har rest 2 och pastaendet ar sant;

(b) Om x =4 &r (x + 6)(x —2) = 10 x 2 = 20 £ 0 trots att > —1. Dérfor
ar pastaendet falskt;

(¢) Om (z —4)(x — 8) < 0 maste (z —4) och (z — 8) har olika tecken. Dérfor
ar 4 < x < 8 och i synnerhet dr x < 9 sa pastaendet &r sant.

2. Bevisa att 4n < 2™ for alla heltal n > 4.

Solution:
Vi vill bevisa
4n < 2" G

for alla heltal n > 4.

Forst kontrollerar vi fallet (xx)4, da rdknar vi att 4n = 4 x 4 = 16 och
2" = 2% = 16. Eftersom 16 < 16 &r (+x)4 bevisat.

Nu antar vi att (sx*),, dr sant for nagot heltal m > 4 och betraktar (sx),41.
Vénsterledet &r

dm+1)=4m+4<2m +4 =2" 422
enligt antagandet (#x),,. Eftersom m > 2 ér
om + 22 < 9m + om — 2m(1 + 1) _ 2'm+1

som &r hogerledet 1 (#%),4+1. Darfor &r implikationen (x),, = (%)m,41 bevisat.

3.

(a) Visa att uttrycket
sin(a 4 b) + sin(a — b)
cos(a + b) + cos(a — b)

(dér a,b € R) inte beror pa b.



(b) Visa att

(x—l—y) sinx + siny
tan =
2 CcoS T + Ccos Yy

for alla z,y € R

Solution:
(a) Enligt (3.22) och (3.23) ar

sin(a + b) + sin(a — b)
cos(a + b) + cos(a — b)
_(
 (

sinacosb 4 cosasinb) + (sinacosb — cos asinb)

cosacosb — sinasinb) + (cosacosb + sin asinb)

sina cos b
= —————— =tana
cosacosb

som beror inte pa b.

(b) Om vi tar a = (z +y)/2 och b = (z — y)/2 i likheten ovan far vi att

z+y sinx + siny
tan =
2 cos T + cosy

for alla z,y € R.

4. Betrakta en funktion f: R\ {5} — M, ddr M C R, som é&r definierad enligt

uttrycket
6x — 7

z—5"

flz) =

(a) Utred vad méngden M maste vara sa att f &r bijektiv.

(b) Ge ett uttryck for f~1(x) som giller for alla € M, dir M #r ditt svar
till (a).

Solution:

(a) Vi réknar

6x — 7 oy — 7
y=f(z)= < < y(z—5) =62—7 <= z(y—6) =5y—7 < x = v 1
v=5 DAL

Dérifran ser vi att y = f(z) har en unik 16sning « # 5 om och endast om
y # 6. Darfor dr vi tvungna att vélja M = R\ {6}.

(b) Fran rikningen ovan ser vi att

for alla € R\ {6}.




5. Anta att en funktion g: (0,00) — R uppfyller regeln

9(zy) = 9(x) + 9(y)
for alla z,y € R.
(a) Bevisa att g(z™) = ng(x) for alla 2 € (0,00) och n € Z..
(b) Bevisa att g(z'/™) = g(z)/m for alla z € (0,00) och m € Z,.
(¢) Bevisa att g(z") = rg(z) for alla 2 € (0,00) och positiva rationella tal r.
) (

(d) Bevisa att g(1) =

Solution:

(a) Vi kan ge ett induktionsbevis. Om n = 1 dr g(a") = g(z) = ng(x) sa
bassteget #r bevisat. Nu antar vi att g(z*) = kg(x) for alla 2 € R och
nagot k € Zy och réknar

(«*1) = g(a"z) = 9(z") + g(2) = kg(z) +g(z) = (k +1)g(z)

enligt regeln enligt antagandet

9

sa enligt induktionsprincipen ér g(z™) = ng(x) for alla x € Rochn € Z.

(b) Vi anvénder del (a) med y = %/ och n = m: Den séger g(( ¥/z)™) =
mg( %/z) och dr ekvivalent med

g(ﬂf) _ g(( W)m) _ g( 7{1/5) :g(xl/m).

m m

(¢) Vi skriver » = n/m dir n,m € Z och anvinder bade (a) och (b) for att
dra slutsatsen

(d) Vivet att 12 =154 g(1) = g(1%) = g(1) + g(1). Dérfor &r g(1) = 0.

(a) Definiera vad det betyder att siiga ¢ € R &r en storsta undre begrinsning
till en icketom mingd A C R.

(b) Bevisa att den stérsta undre begrénsningen till foljden (b,,)0%, &r 6 dér
6n? + 4n + 12
by, = n2+ 92

for varje positivt heltal n.

Solution:

(a) Det betyder att



(i) ¢ <a for alla a € A, och
(ii) till varje e > 0 finns det @ € A s att a < £ + ¢.

(b) Forst vill vi kolla att 6 dr en undre begrénsning av (b,)>2 ;. Eftersom
4n >0 och n? +2 > 0 sa dr

2
bn:6n —|—4n+12_ 4n >6

n2 + 2 o +n2+2_

och dédrmed &r 6 en undre begransning till foljden (b,)52 ;.

Nu betraktar vi € > 0 och riknar
4n 4n 4
n

— < =<
n24+2 " n2—

s& om vi viilja n > 4/ da har vi hittat n sa att —a% < % < € och darfor

n24+2 —
ar b, =6+ nﬁiz < 6 + € for samma n.
Da har vi vissat att 6 dr den minsta undre begriansningen till f6ljden

(bn)7Zs-

7. Betrakta funktionen f: C — C definierad enligt formeln
f(z) =2
for alla z € C.

(a) Visa att om & > 0, y > 0 och z = x + iy — det vill séga, z ligger i den
forsta kvadranten — da ar S(f(z)) > 0.

(b) Betrakta w € C som uppfyller olikheten ¥(w) > 0. Visa att ekvationen
w = f(z) har en 16sning z som ligger i den forsta kvadranten.

Solution:
(a) Om z >0,y >0 och z =z + iy &r
f(2) =22 = (x +iy)? = 2® — y* + 2zyi.
Darfor ar S(f(z)) = 2zy > 0.

(b) Sdtt w =wu+ v och z =z + iy dér x,y,u,v € R. Vi vill 16sa ekvationen
u+iv = 22 — y? + 2zyi for positiva x och y. Real- och imaginirdelen av
ekvationen &ar

u=1x?—1y? respektive

v = 2zy.

Eftersom |w| = |2|? vet vi ocksd att

Vu? 4+ 02 = 2% + 42



Fran forsta och sista likheten far vi att
222 = u + Vu? + v2

samt

2y% = —u + Vu2 + v2.

Darfor ar kandidatorna for positiva x och y

u + Vu2 + v? h —u+ Vu? + v?
t=\——F—— och y=\——"7F——.
2 2

Nu kan man kolla att de #r positiva 16sningar till u + v = 2% — 3% + 2zyi
eftersom v = §(w) > 0.




