TATA79/TEN3 Tentamen, 2018-04-06

Inledande matematisk analys

Utred med bevis vilket eller vilka av f6ljande pastaenden dr sana:
(a) Om z > 7 &r z(x — 3) > 25;
(b) Om (z —2)(z — 6) <0 dr = < 6;

(¢) (x+6)(x—2)>0omz>—6.

Solution:

(a) Om x> 7 édr x —3 >4 sa dr z(x — 3) > 28 > 25 och dérfér dr pastaendet
sant;

(b) Om (z —2)(x — 6) < 0 maste (z — 2) och (z — 6) har olika tecken. Dérfor
ar 2 < x < 6 och i synnerhet dr x < 6 sa pastaendet ar sant;

(¢) Om z = —4 ér (x +6)(x — 2) =2 x (—6) = —12 # 0 trots att © > —6.
Déarfor ar pastaendet falskt.

2. Fibinacci talfoljd (F,), definieras av villkoren

Foio=Fop1+F, forn > 1
h=K=1

(a) Réckna ut Fy, Fy, F3, Fy, F5 och Fg. Vilket eller vilka dr jaimnt delbart
med 87

(b) Visa att F,, 16 = 5F,, + 8F, 41 for allan > 1.

(c) Visa att vart sjitte tal fran och med talet Fg dr jamnt delbart med 8.

Solution:

(a) F1 = 1, Fg = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 =5 och F6 = 8. Bara F6 dr delbart
med 8

(b) Fran villkoren vet vi att

Fote = Frys + Fnya
= (Fpyqa + Fn+3) + Foga =2F 44+ Frys
=2(Fuy3+ Fuyo) + (Fag2 + Fuy1) = 2F 3 +3F 0 + Frupy
=2(Fyyo+ Fruy1) +3(Fry1 + F) + Fryy = 2F, 40 + 6F, 41 + 3F,
=2(Fp+1+ F) +6F, 1 +3F, =8F,11 +5F,

for allan > 1.



(c¢) Vi ger en induktionsbevis. Vi vet att F = 8 dr jamnt delbart med 8. Nu
antar vi att Fy dr jimnt delbart med 8 och betrakta Fy¢. Fran (b) vet vi
att Fyig = 8Fy4+1 + Fy och darfor ar Fyyg jamnt delbart med 8 eftersom
det dr en summa av tva tal som &r delbara med 8: 841 &r jamnt delbart
med 8 (oavsett av virdet av Fyy1) och vi antog att Fp var jamnt delbart
med 8. Dérfor har vi bevisat att om Fy dr jamnt delbart med 8 sa dr Fy, g
jamnt delbart med 8 och enligt induktionsprincipen &r Fg; delbara med 8
for varje heltal k£ > 1.

(a) Visa att uttrycket
sin(a + b) + sin(a — b)
cos(a + b) + cos(a — b)

(dér a,b € R) inte beror pa b.
(b) Visa att

z+y sinx + siny
tan =
2 cosx 4 cosy

for alla z,y € R

Solution:
(a) Enligt (??) och (?7?) &r

sin(a + b) + sin(a — b)
(a+0b) + cos(a—0)
(
(

cos
sinacosb 4 cosasinb) + (sina cosb — cos asinb)

cosacosb —sinasinb) + (cosacosb + sin asin b)

sin a cos b
= — =tana
cos a cosb

som beror inte pa b.

(b) Om vi tar a = (z +y)/2 och b = (z —y)/2 i likheten ovan far vi att

z+y sinx + siny
tan =
2 cos T + cosy

for alla z,y € R.

4. Betrakta en funktion f: R\ {4} — M, dir M C R, som ér definierad enligt

uttrycket
_ 6z -8

x—4°

f(x)

(a) Utred vad méngden M maste vara sa att f dr bijektiv.

(b) Ge ett uttryck for f~!(y) som giller for alla y € M, dir M #r ditt svar
till (a).



Solution:

(a) Vi réknar

y=flz) = 6;__5

4y — 8
y—06

— y(z—4) =62—8 <= z(y—6) =4y—8 < x =
U
dér sista ekvivalensen géller om och endast om y # 6. Dérifran ser vi att

y = f(z) har en unik 16sning = # 4 om och endast om y # 6. Dérfor vilja
vi M =R\ {6}.

(b) Fran rikningen ovan ser vi att

for alla y € R\ {6}.

5. Kom ihag att
exp, (1) = 0 om n < |z,
Pn - (1+%)n om n > |IL“,
for positiva heltal n och = € R.

(a) Definiera exponentialfunktionen exp: R — R och talel e.

(b) Visa att
1

exp,, (x) < exp(z) < m

om n > |zl

(¢) Anvind (b) for att visa

n n+1
(n+1> <ex <n+1>
n n

for alla n > 3.

Solution:
(a) exp(z) = sup,cn €xp, () for alla € R och e = exp(1).

(b) Eftersom exp(z) = sup,cnexp,(x) &r exp(x) en Gver begrinsning av
(exp,,(z))n, s& dr
expy, () < exp(z) (1)
for alla z € R och n € N.
Eftersom (1) géller for alla € R kan vi sitta —z in istéllet f6r « och far

1 1
exp(—x) = exp,, (—x) @)

exp, (—z) < exp(—z) =

for n > |z|, eftersom i sa fall &r exp,,(x) > 0.
Dirfor ger (1) och (2) att
1 1

eXpn(x) < exp(a:) = exp(—z) < expn(—:c)' (3)




()

Om vi sétter © = 1 och definitionen av exp,, in i forsta olikhet i (3) for vi

att n n
n+1 1
( - ) = (1 + n) =exp,(1) <exp(l)=e

for n > 2. Om vi sétter x = 1 och definitionen av exp,, in i sista olikhet i

(3) far vi att
1 n "
— 1) < —
e =exp(l) < exp,, (—1) <n— 1)

for n > 2, sa

for n > 3. Allihop da &r

n n+1
(n+1) SGS(TLJFI)
n n

for n > 3.

6.
(a)

(b)

Definiera vad det betyder att sdga ¢ € R &r en storsta undre begridnsning
till en icketom méngd A.

Bevisa att den storsta undre begriansningen till foljden ()52, dr 2 déir

2n% +5n + 12

bn: n2+6

for varje positivt heltal n.

Solution:

(a)

(b)

Det betyder att

(i) ¢ < a for alla a € A, och

(ii) till varje e > 0 finns det @ € A sa att a < £ + ¢.
Forst vill vi kolla att 2 dr en undre begridnsning av (b,)52 ;. Eftersom
5n >0 och n? + 6 > 0 sd &r

_2n2+5n+12_ 5n

by
n2 + 6 +7124—6

>2

och dérmed &r 2 en undre begrinsning till foljden (b,)52 ;.

Nu betraktar vi ¢ > 0 och ridknar
5n 5n 5
n

< — <
n2+6 " n2 —

5n
n2+6

sa om vi vélja n > 5/¢ da har vi hittat n sa att < % < € och darfor

ar b, =2+ ng’iﬁ < 2 + ¢ for samma n.
Da har vi vissat att 2 4&r den minsta undre begrinsningen till foéljden

(bn)nZi-




7.

Betrakta funktionen f: C — C definierad enligt formeln

f(z) =2

for alla z € C.

(a)

(b)

Visa att om & > 0, y > 0 och z = x + iy — det vill séiga, z ligger i den

forsta kvadranten — da ar S(f(z)) > 0.

Betrakta w € C som uppfyller olikheten $(w) > 0. Visa att ekvationen
w = f(z) har en 16sning z som ligger i den forsta kvadranten.

Solution:

(a)

Omz >0,y >0och z=x+1iy ar

flz)= 22 = (z —|—iy)2 =22 — % + 2zyi.

Darfor ar S(f(z)) = 2zy > 0.

Sétt w = u + v och z = x + iy dér z,y,u,v € R. Vi vill 16sa ekvationen
u+iv = 2% — y? + 2zyi for positiva x och y. Real- och imaginirdelen av

ekvationen &ar
u=2%—y* respektive
v = 22y.

Eftersom |w| = |z|? vet vi ocksa att

Vu? 4+ 02 = 2% + 2.
Fran forsta och sista likheten far vi att
222 = u+ Vu2 + 02

samt

20% = —u + Vu? + v2.

Darfor ar kandidatorna for positiva x och y

[u+ Vu? 4 v? b [ —u+ Vu? 4 v?
x=\|———F—— och y=\——m—.
2 2

Nu kan man kolla att de &r positiva 16sningar till u + v = 22 — 3% + 2zyi

eftersom v = $(w) > 0.




