TATA79/TEN3 Tentamen, 2017-08-15

Inledande matematisk analys

(a) Ge negationen av pastaendet:

” Alla barn kan grata.”

(b) Utred med bevis om pastaendet
"< —4 = 22—z >19”

ar sant eller falskt.

(¢) Skriv kontrapositionen av pastaendet i (b). Ar kontrapositionen sann eller
falsk?

Solution:

(a) "Det finns minst ett barn som inte kan grata.”

(b) Pastaendet #r sant eftersom om z < —4 dr 22 > 16 och —z > 4. Det
medfors att 22 —x > 16 +4 = 20 > 19, s& 2 — > 19.

(c) 72?2 —x <19 = x > —4”. Kontrapositionen av ett sant pastdende dr
alltid sann, déarfor 4r den sann.

2. Visa att
i k(k+1)(k+2) = n(n + 1)("4+ 2)(n + 3)

o
[

for alla positiva heltal n.

Solution:
Vi bevisar

n(n+1)(n+2)(n+3)
4

M=

k(k+1)(k+2) =

>
Il

1

med hjéilp av induktion.
Forst kollar vi att (x); &r sann:

D k(k+1)(k+2) =1(1+1)(1+2) = 3!

1
k=1

och

s& ()1 Ar sann.



Nu antar vi att (%), dr sann {6r nagot £ och betraktar vénsterledet i (*)p41:

£+1 4
S k(k+1)(E+2) =Y k(k+1)(k+2)+ (€ +D((€+1)+1)((€+1)+2)
k=1 k=1

00+ 1)(0+2)(¢+3)

- : F(+1)(+2)(+3)

=(l+1)(£+2)(L+3) (i + 1)
C+1)(L+2)(0+3)(0+4)
4 )

som #r hogerledet 1 (%)g41, sa vi har visat (x)y = (*)¢41-
Enligt induktionsprincipen har vi bevisat (x),, for alla positiva heltal n.

3.
Fibinacci talfsljd (F),), definieras av villkoren

Foio=Fyp1+F, forn >1
h=KNK=1

(a) Réckna ut Fy, Iy, F3, Fy, F5 och Fg. Vilka &r jamna?
(b) Visa att Fj,13 = 2F,,41 + F, for allan > 1.

(c) Visa att vart tredje tal fran och med talet F3 &r jamnt.

Solution:

(a) i =1,F,=1,F3=2 Fy =3, F5 =5 och Fg = 8. F3 och Fg ér jimna?

(b) Fran villkoren vet vi att Fj,10 = Fj,oq + F, for n > 1 sa vi far ocksa att
Fris = Fhio+F,q forn > 1. Darfor kan vi skriva 43 = Fppo+Fri1 =
(Fn+1 + Fn) + Fn+1 = 2Fn+1 + Fn for alla n Z 1.

(c¢) Vi ger en induktionsbevis. Vi vet att F3 = 2 #r jamnt. Nu antar vi att Fy
dr jamnt och betrakta Fy 3. Fran (b) vet vi att Fpy3 = 2Fy41 + Fy och
dérfor dr Fyi 3 jamnt eftersom det dr en summa av tva jaimna tal: 2F;,q &r
jamnt (oavsett av virdet av Fy11) och vi antog att Fy dr jimnt. Déarfor har
vi bevisat att om Fy &r sa dr Fyi3 jamnt och enligt induktionsprincipen
ar Fsp jamna for varje heltal & > 1.

4.
Hitta alla losningar 6 € R till ekvationen 2 cos(260) — 4 cosf + 3 = 0.



Solution:
Vi kan skriva om 2cos(20) — 4cosf + 3 = 2(cos(20) + 1) — 4cosf + 1 =
4(cos0)? — 4cosf + 1 sa ekvationen &r ekvivalent med

) 1 1\*
0 = (cos ) fcos9+1: 005975 .

Losningar ér da alla 6 som uppfyller cos§ — 1/2 = 0.
1
cosf—1/2=0 <— cos@zi = 9::tg+2k7r (k€ Z).

Sa alla 16sningar &r
H:ingZlm (k€ Z).

Kom ihag att
exp, (z) = 0 om n < |z,
Pnld) = (1—|—%)n om n > |z,
for positiva heltal n och z € R.

(a) Definiera exponentialfunktionen exp: R — R och talel e.

(b) Visa att
1

exp, (z) < exp(z) < exp,, (—)

om n > |zl

(¢) Anvind (b) for att visa

n n+1
(n+1> <e< (n+1>
n n

for alla n > 3.

Solution:
(a) exp(z) = sup,cn exp,(z) for alla z € R och e = exp(1).

(b) Eftersom exp(z) = sup,cn exp,(z) dr exp(z) en over begransning av
(exp,, (7)), sa dr
exp,, (z) < exp(z) (1)

for alla z € R och n € N.
Eftersom (1) géller for alla € R kan vi sitta —z in istéllet fér « och far

1 1
exp(—x) = exp,, (—x) 2)

exp, (—) < exp(—z) =

for n > |z|, eftersom i sa fall &r exp,,(x) > 0.
Dirfor ger (1) och (2) att
1 1

eXpn(x) < exp(a:) = exp(—z) < expn(—:c)' (3)




(¢) Om vi sétter © = 1 och definitionen av exp,, in i férsta olikhet i (3) far vi

att n n
n+1 1
( n ) :<1+n> = epall) = explh) = ¢

for n > 2. Om vi sétter z = 1 och definitionen av exp,, in i sista olikhet i

(3) far vi att
1 n "
= < —
e=exp(l) < exp,, (—1) <n — 1)

for n > 2, sa

for n > 3. Allihop da &r

n n+1
(n—i—l) Seg(n—i—l)
n n

for n > 3.

(a) Kom ihag att exp(x) < 1/(1—=z) fér x < 1. Anvéind den tillsammans med
andra riaknareglar for att visa

In(a) > a1

a
for alla a > 0.

(b) Skissa grafen av den naturliga logaritmfunktionen In: (0,00) — R.

Solution:

(a) Vi vet att exp(z) < 1/(1 —z) for x < 1 sa vi far ta = In(a) sa linge
a <e. Vifar
a—1

1
a = exp(ln(a)) < mo i el —In(a) <

Oma >edrln(a) >1och (a—1)/a<1lsaln(a)>1>(a—1)/a.

(b) Graphen av In:

SHE

1 >
= In(a) > -

y e =




7.

(a) Hitta alla w € C si att w? = 5+ 12i.

(b) Hitta alla z € C sa att 2% + (4 + 2i)z — 2 — 8i = 0.

Solution:
(a) Sitt w = u+iv for u,v € R. Da ir u? —v? + 2uvi = (u+iv)? = 5+ 12i sa

u? —v? =5 och (4)
2uv = 12. (5)

Men eftersom |w|? = |5 + 12i] &r

u? +v? =+/52 4122 = 13. (6)

Om vi adderar (4) och (6) far vi att 2u® = 18 och om vi subtraherar (4)
fran (6) far vi att 20 = 8. S&

u==+3 och v==2.

Ekvation (5) séger att u och v har samma tecken, sa vi har bara tva
moljigheter: u = 3 och v = 2, eller v = —3 och v = —2. Darfor ar
l6sningar w = 3 + 2¢ och w = —3 — 2.

(b) Vi kan skriva om 2% + (4 4+ 2i)z —2 — 8 = 0 som (z + (2+1i))2 =5+ 12i
sa enligt forsta delen av uppgiften ar

24+ (24i)=3+2i eller z+(2+1i)=-3-2i.

Dérfor alla 16sningar &r z =1+ ¢ och z = —5 — 3i.




